
Cours 1ère Année

�
�

�
�Séries numériques

I) Convergence d’une série
1) Généralités sur les séries
Soit (un)n�0 une suite à valeurs dans K (K = R ou C).

Notons Sn = u0 + · · ·+ un =

n∑
k=0

uk.

Définitions 1 :
1) La suite (Sn)n�0 s’appelle la série de terme général un.

On la note
∑
n�0

un.

2) On dit que la série
∑
n�0

un converge si et seulement si la suite (Sn)n�0

converge.
3) Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.
Notations et vocabulaire :

1) Supposons que la série
∑
n�0

un converge et S = lim
n→+∞

Sn.

S s’appelle la somme de la série et se note
+∞∑
n=0

un.

2) (Sn)n�0 s’appelle la suite des sommes partielle de la série
∑
n�0

un.

NB :

1) On définit de même la série
∑
n�p

un via la somme partielle (Sn)n�p où

Sn = up + · · ·+ un =

n∑
k=p

uk

2) Faites la différence entre
∑
n�0

un et
+∞∑
n=0

un.

3) "Etudier la nature d’une série" ça veut dire d’étudier si elle est conver-
gente ou divergente. (CV ou Div).

4) Les séries
∑
n�0

un et
∑
n�p

un sont de même nature.

En cas de convergence, on a
+∞∑
n=0

un =

p−1∑
k=0

uk +
+∞∑
n=p

un
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Notation et vocabulaire :
Supposons que la série

∑
k�0

uk converge.

Soit n ∈ N. On sait que la série
∑

k�n+1

uk converge aussi.

1) La somme
+∞∑

k=n+1

uk se note Rn.

2) Rn s’appelle le reste d’ordre n de la série
∑
k�0

uk.

Proposition 2 :
Supposons que la série

∑
k�0

uk converge. On a :

1) ∀n ∈ N, S = Sn +Rn

2) lim
n→+∞

Rn = 0

Exemples :
Etudier la nature des séries suivantes et préciser leurs sommes en cas de
convergence :

1)
∑
n�1

ln(1 +
1

n
)

2)
∑
n�1

1

n(n+ 1)

Solution :

1) Notons Sn =
n∑
k=1

ln(1 +
1

k
).

Sn =
n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln(k)) = ln(n+ 1)→ +∞

Donc la série
∑
n�1

ln(1 +
1

n
) diverge.

2) Notons Sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)
. On a

Sn =

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Alors lim
n→+∞

Sn = 1.

Ainsi, la série
∑
n�1

1

n(n+ 1)
converge et

+∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.
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2) Condition nécessaire de convergence d’une série
Proposition :
Si la série

∑
n

un converge alors lim
n→+∞

un = 0.

Démonstration en bref :
un = Sn − Sn−1 → S − S = 0
NB :
Par contraposée, on a :

1) Si (un)n ne tend pas vers 0 alors la série
∑
n

un diverge.

2) Dans ce cas, on dit que la série
∑
n

un diverge grossièrement. (DivG)

Exemples :

1)
∑
n�1

ln(1 +
1

n
) et

∑
n�1

1

n
divergent, mais pas grossièrement.

2)
∑
n�1

(
1 +

1

n

)n
DivG.

3) Séries géométriques
Proposition :
Soit q ∈ C.
1)
∑
n�0

qn converge ⇔ |q| ≺ 1

2) Dans ce cas :
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q

Démo en bref :
(⇐)

Sn =
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
→ 1

1− q
.

(⇒)
On raisonne par contraposée. Supposons que |q| � 1.
Alors ∀n � 0, |q|n � 1.
Donc |q|n 9 0. Ainsi

∑
n�0

qn diverge (grossièrement).

NB :

Idem pour
∑
n�N

qn. Et en cas de convergence on a :
+∞∑
n=N

qn =
qN

1− q
Exemple :

Nature et somme de la série
∑
n�1

3

2n
.

4) Lien suite-série
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Proposition :
La suite (un)n converge si et seulement si la série télescopique∑
n

(un+1 − un) converge.

Démo :

Notons Sn =
n∑
k=0

(uk+1 − uk). On a :∑
n

(un+1 − un) converge ⇔ (Sn)n converge

⇔ (Sn−1)n converge
⇔ (un − u0)n converge
⇔ (un)n converge

Exemples express :

1)
∑
n�1

ln(1 +
1

n
) diverge.

2)
∑
n�1

1

n(n+ 1)
converge.

Exercice classique :

Posons Cn =
n∑
k=1

1

k
− ln(n) pour tout n � 1.

Montrer que la suite (Cn)n�1 converge.
5) Combinaison linéaire de séries convergentes
Proposition 1 :
Soient

∑
n�0

un et
∑
n�0

vn deux séries convergentes. Soient α, β ∈ K. On a :

1) La série
∑
n�0

(αun + βvn) converge.

2)
+∞∑
n=0

(αun + βvn) = α

+∞∑
n=0

un + β

+∞∑
n=0

vn

Démo :
Via la définition et la linéarité de

∑
.

Corollaire 2 :

1) La somme d’une série convergente et une série divergente est une série
divergente.

2) L’ensemble des séries convergentes est espace vectoriel.

3) L’application qui associe à une série convergente
∑
n�0

un sa somme
+∞∑
n=0

un

est une forme linéaire.

Démo :
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1) Vient du fait que la somme d’une suite convergente et d’une suite diver-
gente est una suite divergente.

2) C’est un sous-espace vectoriel de l’espace KN.
3) Vient de prop1 : 2)
6) Convergence d’une série complexe
Proposition :
Soient

∑
n�0

un une série complexe. On a :

1)
∑
n�0

un converge ⇔
∑
n�0

Re(un) et
∑
n�0

Im(un) convergent

2) Le cas échéant, on a
+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

Re(un) + i
+∞∑
n=0

Im(un)

Démo :
Via la définition et la convergence d’une suite complexe en relation avec
celles de sa partie réelle et sa partie imaginaire.
II) Séries à termes positifs
Toutes les séries qu’on verra dans ce paragraphe seront réelles positives.
1) Généralités
Proposition 1 :∑
n

un converge ⇔ (Sn)n est majorée.

Démo :
On a Sn+1 − Sn = un+1 � 0 alors (Sn)n est croissante. Ainsi :∑
n

un ⇔ (Sn)n converge

⇔ (Sn)n majorée (car croissante)
Corollaire 2 :
Si
∑
n

un diverge alors lim
n→+∞

Sn = +∞

NB : On écrit dans ce cas :
+∞∑
n=0

un = +∞.

Proposition 3 :
Soient

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes positifs verifiant :

∀n ∈ N, un � vn

1) a)
∑
n

vn converge⇒
∑
n

un converge

b) En cas de convergence, on a
+∞∑
n=0

un �
+∞∑
n=0

vn
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2)
∑
n

un diverge⇒
∑
n

vn diverge

Démo :

Notons Sn =
n∑
k=0

uk et S′n =
n∑
k=0

vk.

Il est clair que : (∀n ∈ N, Sn � S′n), alors :
1) On a :∑

n

vn converge ⇒ (S′n)n majorée

⇒ (Sn)n majorée

⇒
∑
n

un converge

2) C’est par contraposée.
NB :
La proposition vaut aussi si on a que (un � vn) à partir d’un rang.
Corollaire 4 :
Soient

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes positifs verifiant : un = O(vn).

On a :
1)
∑
n

vn converge⇒
∑
n

un converge

2)
∑
n

un diverge⇒
∑
n

vn diverge

Démo en bref :
∀n, un � Cvn, etc.
NB :
Le corollaire 4 vaut aussi si on a un = o(vn).
Corollaire 5 :
Soient

∑
n

un et
∑
n

vn deux séries à termes positifs verifiant : un ∼ vn.

On a :
1)
∑
n

un converge⇔
∑
n

vn converge

2)
∑
n

un diverge⇔
∑
n

vn diverge

Autrement dit :∑
n

un et
∑
n

vn sont de même nature.

Démo en bref :
(un ∼ vn)⇒ (un = O(vn) et vn = O(un)), et appliquer Corollaire 4.
2) Séries de Riemann
Définition 1 :

Les séries de Riemann sont les séries de la forme
∑
n�1

1

nα
, où α ∈ R.
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1) un = O (vn)

2)
∑
n

vn converge ⇒
∑
n

un converge

3)
∑
n

un diverge ⇒
∑
n

un diverge

Démo de 1) :
Supposons que :

∃n0 ∈ N, ∀k � n0,
uk+1

uk
� vk+1

vk

Soit n � n0. Par un produit télescopique, ou par décroissance de la suite(
uk
vk

)
k�n0

, on tire que :

∀n � n0, un �
un0

vn0

.vn

Corollaire 2 :
Soit

∑
n

un une série à termes strictement positifs.

1)
( un+1

un
� l à partir d′un rang

l ≺ 1

)
⇒

∑
n

un converge

2)
( un+1

un
� l à partir d′un rang

l � 1

)
⇒

∑
n

un diverge

Démo : D’après la proposition 1 en prenant la série géométrique
∑
n

ln.

Proposition 3 : ( Règle de D’Alembert )
Soit

∑
n

un une série à termes strictement positifs.

Notons l = lim
n→∞

un+1

un
.

1) l ≺ 1 ⇒
∑
n

un converge

2) l � 1 ⇒
∑
n

un diverge

3) Si l = 1, on ne peut rien conclure sur la convergence ; (c-à-d que tout est
possible)

Démo :
1) Soit l ≺ L ≺ 1.
On a l = lim

n→∞

un+1

un
alors un+1

un
� L à partir d′un rang.

Et le corollaire 2 permet de conclure.
2) Idem.
3) Le cas indécis : l=1.

Pr.ELAMIRI 8/ 22 www.iamateacher.org



Cours 1ère Année

Les séries
∑
n

1

n
et
∑
n

1

n2
correspondent toutes les deux à ce cas. L’une

converge et l’autre diverge.
Exercice d’application :
Soit a � 0. Etudier la nature de chacune des séries suivantes :

1)
∑
n�0

n2020

2n
2)
∑
n�0

an

n!
3)
∑
n�1

an

n
4)
∑
n�1

n!

nn

4) Comparaison série-intégrale
Proposition 1 :
Soient n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R .
Si f est positive, continue par morceaux et décroissante alors :

∀k � n0 + 1,

∫ k+1

k
f(t)dt � f(k) �

∫ k

k−1
f(t)dt

Démo :
On a : ∀p � n0, ∀t ∈ [p, p+ 1], f(p+ 1) � f(t) � f(p)

En introduisant
∫ p+1

p
, on obtient :

∀p � n0, f(p+ 1) �
∫ p+1

p
f(t)dt � f(p)

Soit maintenant k � n0 + 1. On a
∫ k+1

k
f(t)dt � f(k).

Et en remplaçant dans la 1ère inégalité (p+1) par k , on obtient

f(k) �
∫ k

k−1
f(t)dt.

Corollaire 2 :
Soient n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R .

Si f est positive, continue par morceaux et décroissante alors la série
∑
n

(∫ n

n−1
f(t)dt− f(n)

)
converge.
Démo :

On a : ∀n � n0 + 1,

∫ n

n−1
f(t)dt− f(n) � 0 (Prop 1).

Alors la série
∑
n

(∫ n

n−1
f(t)dt− f(n)

)
est à termes positifs, et donc il suffit

de montrer que la suite de ses sommes partielles (Sn)n est majorée.

On a : (∀k � n0 + 1,

(∫ k

k−1
f(t)dt− f(k)

)
� (f(k − 1)− f(k))

D’où :
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∀n � n0 + 1, Sn =

n∑
k=n0+1

(∫ k

k−1
f(t)dt− f(k)

)
�

n∑
k=n0+1

(f(k − 1)− f(k))

= f(n0)− f(n)
� f(n0) car f positive

(Sn)n est donc majorée.
Exercice d’application : (CCP 2016-MP-Maths 1)

Pour tout entier n � 2, on pose un =

∫ n

n−1

1

t
dt− 1

n
.

1) Utiliser un théorème du cours pour justifier simplement que la série
∑
n�2

un

converge.

2) Pour tout entier n � 1, on pose Hn =

n∑
k=1

1

k
− ln(n).

Montrer que la suite (Hn)n�1 converge.

Proposition 3 :
Soient n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R positive, continue par morceaux et
décroissante.

Notons In =

∫ n

n0

f(t)dt et Sn =

n∑
k=n0

f(k) . On a :

1) ∀n � n0, f(n) + In � Sn � f(n0) + In

2)

(∑
n

f(n) converge

)
⇔ (La suite (In)n converge)

Démo :

1) On a :
(
∀k � n0 + 1,

∫ k+1

k
f(t)dt � f(k) �

∫ k

k−1
f(t)dt

)
Soit n � n0. On a :

Sn =

n∑
k=n0

f(k)

= f(n0) +
n∑

k=n0+1

f(k)

� f(n0) +
n∑

k=n0+1

(∫ k

k−1
f(t)dt

)
= f(n0) +

∫ n

n0

f(t)dt (Relation de Chasles)

= f(n0) + In
Et pour l’autre inégalité, on a :
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Sn =

n∑
k=n0

f(k)

= f(n) +
n−1∑
k=n0

f(k)

� f(n) +

n−1∑
k=n0

(∫ k+1

k
f(t)dt

)
= f(n) +

∫ n

n0

f(t)dt (Relation de Chasles)

= f(n) + In
Application 1 :
1) Soient n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R positive, continue par morceaux et

décroissante.
Supposons que

∑
n

f(n) diverge. Justifier que Sn ∼ In

2) Montrer que

(
n∑
k=1

1

k

)
∼ ln(n)

Solution :
1) (Sn)n et (In)n tendent vers +∞ car ce sont deux suites croissantes et
divergentes.
Alors

(
∀n � n0, f(n)

In
+ 1 � Sn

In
� f(n0)

In
+ 1
)

Et "gendarmes" permet de conclure vu que (f(n))n bornée.
2) Notons f : [1,+∞[→ R, t 7→ 1

t .
f est positive, CPM (car continue) et décroissante.

En plus,
∑
n

f(n), qui est
∑
n

1

n
diverge.

D’où Sn =

n∑
k=1

1

k
∼ In. Avec In =

∫ n

1

1

t
dt = ln(n) , et c’est fini .

Application 2 :

Quelle est la nature de la série
∑
n�2

1

n ln(n)
?

Solution :
Notons f : [2,+∞[→ R, t 7→ 1

t ln(t) .
f est positive, CPM (car continue) et décroissante.
Alors la série

∑
n�2

f(n) et la suite (In)n sont de même nature.

In =

∫ n

2

1

t ln t
dt

=

∫ n

2

(ln t)′

ln t
dt

= [ln(ln t)]n2
= ln(lnn)− ln(ln 2)
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(In)n diverge donc la série
∑
n�2

1

n ln(n)
aussi.

Application 3 :
Soient encore n0 ∈ N et f : [n0,+∞[−→ R positive, continue par morceaux
et décroissante.
Supposons que

∑
n

f(n) converge.

Notons In =

∫ n

n0

f(t)dt, Sn =

n∑
k=n0

f(k) et Rn =

+∞∑
k=n+1

f(k). On a :

1) ∀n � n0, 0 � I − In+1 � Rn � I − In
2) Sn est une une valeur approchée de la somme S, et l’inégalité (|S − Sn| � I − In)

permet de controler l’erreur.

Solution :
On rappelle que :

∀k � n0 + 1,

∫ k+1

k
f(t)dt � f(k) �

∫ k

k−1
f(t)dt

Soit n � n0. Soit N � n+ 1.
1 ère inégalité : On a :

N∑
k=n+1

f(k) �
N∑

k=n+1

(∫ k

k−1
f(t)dt

)
SN − Sn �

∫ N

n
f(t)dt

SN − Sn � IN − In
Par passage à la limite (N → +∞), on obtient : S − Sn = Rn � I − In.
2 ème inégalité : On a :

N∑
k=n+1

f(k) �
N∑

k=n+1

(∫ k+1

k
f(t)dt

)
SN − Sn �

∫ N+1

n+1
f(t)dt

SN − Sn � IN+1 − In+1

Par passage à la limite (N → +∞), on obtient : S − Sn = Rn � I − In+1.
Et (I − In+1) � 0 vient du fait que la suite (In)n est croissante.
Application 4 : (Nature d’une série de Riemann)
Soit α ∈ R. On a ∑

n�1

1

nα
converge ⇔ α � 1

Démo :
Soit α ∈ R.
Cas 1 : Si α � 0 .
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1
nα 9 0 donc

∑
n�1

1

nα
diverge (grossièrement).

Cas 2 : Si α � 0∑
n

1

nα
=
∑
n

f(n), où f : [1,+∞[→ R, t 7→ 1
tα .

f est positive, CPM ( car continue) et décroissante.

Alors
∑
n

f(n) converge si et ssi (In)n converge ; où In =

∫ n

1

1

tα
dt.

Cas 2 a) : Si α = 1

In = lnn→ +∞. Donc
∑
n

1

nα
diverge.

Cas 2 b) : Si α � 1

In = n1−α−1
1−α → 1

α−1 . Donc
∑
n

1

nα
converge.

Cas 2 c) : Si 0 ≺ α ≺ 1

In = n1−α−1
1−α → +∞. Donc

∑
n

1

nα
diverge.

En conclusion : ∑
n�1

1

nα
converge ⇔ α � 1

5) Série permutée d’une série positive
Vocabulaire : Une bijection de N vers N est dite permutation de N.
Proposition :
Si la série à termes positifs

∑
n�0

un est convergente, alors pour toute permu-

tation σ de N, la série
∑
n�0

uσ(n) converge aussi, et on a

+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

uσ(n)

III) Séries alternées
Définition 1 :
On appelle série alternée toute série de l’une des formes suivantes :∑

n

(−1)nαn ou
∑
n

(−1)n−1αn

où (αn)n est une suite positive.
NB :
Autrement dit,

∑
n

un est alternée si et ssi la suite ((−1)nun) est de signe

constant.
Proposition 2 : (Critère spécial pour les séries alternées)

Pr.ELAMIRI 13/ 22 www.iamateacher.org



Cours 1ère Année

Ou (Critère de Leibniz).
Soit (αn)n�n0 une suite décroissante de limite nulle. On a :

1) La série alternée
∑
n�n0

(−1)nαn converge.

2) ∀n � n0, signe (Rn) = signe (du 1er terme dans Rn)

3) ∀n � n0, |Rn| � |du 1er terme dans Rn|

4) signe

S =
+∞∑
k=n0

(−1)kαk

 = signe (du 1er terme dans la somme S)

où Rn =

+∞∑
k=n+1

(−1)kαk

NB 1 : Ceci vaut aussi pour la série alternée
∑
n�n0

(−1)n−1αn.

NB 2 : Les hypothèses dans le CSSA pour la série alternée
∑
n

un peuvent

être remplacées par

(|un|)n décroissante de limite nulle

Exemples express de séries entières convergentes :

1)
∑
n�1

(−1)n+1

n
2)
∑
n�1

(−1)n

n2
3)
∑
n�2

(−1)n

n lnn

Démo de prop 2 :

Posons Sn =

n∑
k=0

(−1)kαk (on fera pour n0 = 0 par exemple).

A) Pour 1) :
On veut montrer que (Sn)n converge. Il suffit pour cela de montrer que
les deux sous-suites (S2n)n et (S2n+1)n convergent vers la même limite.
Pour cela, on montrera qu’elles sont adjacentes.
a) S2n+1 − S2n = −α2n+1 → 0.
b) (S2n)n est décroissante :

S2(n+1) − S2n = α2n+2 − α2n+1 � 0 car (αn)n décroissante.
c) (S2n+1)n est croissante :

S2(n+1)+1 − S2n+1 = α2n+2 − α2n+3 � 0 car (αn)n décroissante.
B) On a :

(∀n � 0, S2n+1 � S � S2n) (Ω)

où S = lim
n
Sn =

+∞∑
n=0

(−1)nαn.

Rn =

+∞∑
k=n+1

(−1)kαk et son premier terme est (−1)n+1αn+1.
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Pour 2) : Montrons que signe(Rn) = signe((−1)n+1αn+1) :

Cela revient à montrer que
{
a) ∀n ∈ N, R2n � 0
b) ∀n ∈ N, R2n+1 � 0

Pour a) : On a :
R2n � 0 ⇔ S − S2n � 0

⇔ S � S2n ; ce qui est vrai d′après (Ω)
Pour b) : Idem.
Pour 3) : Montrons que ∀n ∈ N, |Rn| � |(−1)n+1αn+1| = αn+1.

C-à-d que
{
a) ∀n ∈ N, |R2n| � α2n+1

b) ∀n ∈ N, |R2n+1| � α2n+2

Ou encore
{
a) ∀n ∈ N, −R2n � α2n+1 car R2n � 0
b) ∀n ∈ N, R2n+1 � α2n+2 car R2n+1 � 0

Pour a) : On a :
−R2n � α2n+1 ⇔ α2n+1 +R2n � 0

⇔ α2n+1 + (−1)2n+1α2n+1 +R2n+1 � 0
⇔ R2n+1 � 0 ; ce qui est vrai.

Pour b) : Idem.

Exercice d’application 1 :
Considérons l’applicationf définie sur ]0,+∞[ par

f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n

nx

1) Montrer que f est bornée sur ]0,+∞[.
2) i) Montrer que

∀x � 0, |f(x) + 1| � 1

2x

ii) En déduire lim
x→+∞

f(x).

Exercice d’application 2 :

1) Notons Sn =
n∑
k=1

(−1)k−1

k
.

Déterminer un entier p tel que Sp soit une valeur approchée de
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n

à 10−3 près.
Calculer Sp via Python et comparer avec ln(2) donnée par le système.

2) Notons Sn =

n∑
k=0

(−1)k

k2 + 1
.

Déterminer un entier p tel que Sp soit une valeur approchée de
+∞∑
n=0

(−1)n

n2 + 1
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à 10−2 près.
Calculer Sp via Python.

IV) Séries absolument convergentes
Définition 1 :
Soit (un)n ∈ KN. La série

∑
n

un est dite absolument convergente si et seule-

ment si la série positive
∑
n

|un| converge.

Exemples express :

A) Les séries suivantes sont ACV :

1)
∑
n�1

(−1)n

n2
2)
∑
n�1

cosn

n2
3)
∑
n�1

ei3n

n
√
n

B) Les séries suivantes ne sont pas ACV :

1)
∑
n�1

(−1)n

n
2)
∑
n�1

ein

n

C) La série
∑
n�1

(−1)n

n
est convergente mais n’est pas ACV.

Proposition 2 :
Toute série ACV est convergente.
Démo :

1) Cas d’une série réelle :
Soit (un)n ∈ RN. On a

∀n ∈ N, 0 � un + |un| � 2|un|

D’où la série positive
∑
n

(un + |un|) converge.

Or
∑
n

|un| converge, alors
∑
n

un converge.

2) Cas d’une série complexe :
On suppose ici que

∑
n

|un| converge.

Vu que
{
∀n, |Re(un)| � |un|
∀n, |Im(un)| � |un|

Alors
∑
n

|Re(un)| et
∑
n

|Im(un)| convergent.

Donc
∑
n

Re(un) et
∑
n

Im(un) convergent d’après le cas 1).

Attention ! :
La réciproque de la proposition 2 est en général fausse.

Contre-exemple :
∑
n≥1

(−1)n

n
Converge mais pas absolument.
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Proposition 3 :
Soient (un)n ∈ KN et

∑
n

αn une série positive.

Si

 un = O(αn)∑
n

αn converge alors
∑
n

un est absolument convergente.

Remarque pratique :

Si


∑
n

αn série positive∑
n

αn converge
, on écrit que

∑
n

O(αn) ACV ( donc CV ).

Par exemple :

1)
∑
n

O

(
1

n2

)
ACV ( donc CV ), car

∑
n

1

n2
est une série positive et conver-

gente d’après Riemann.

2) Pareil pour
∑
n

O

(
1

n
√
n

)
Exercice d’application : (Classique)
Etudier la convergence de chacune des séries suivantes :

1)
∑
n�2

(−1)n

n+ (−1)n
; 2)

∑
n�2

(−1)n√
n+ (−1)n

; 3)
∑
n�2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
Indice : Vous pouvez utilier les développements limités au voisinage de 0 :

1

1 + t
= 1 +O(t) ,

1

1 + t
= 1− t+O(t2), ln(1 + t) = t+O(t2)

Solution :
1)

(−1)n
n+(−1)n = (−1)n

n × 1

1+
(−1)n

n

= (−1)n
n ×

(
1 +O( 1

n)
)

= (−1)n
n +O( 1

n2 )∑
n�2

(−1)n

n+ (−1)n
est convergente en tant que somme de deux séries conver-

gentes ;
∑
n�2

(−1)n

n
et
∑
n�2

O(
1

n2
)

2)
(−1)n√
n+(−1)n = (−1)n√

n
× 1

1+
(−1)n√

n

= (−1)n√
n
×
(

1− (−1)n√
n

+O
(
1
n

))
= (−1)n√

n
− 1

n +O( 1
n
√
n

)∑
n�2

(−1)n√
n+ (−1)n

est divergente en tant que somme de deux séries conver-

gentes et une divergente :
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∑
n�2

(−1)n√
n

,
∑
n�2

1

n
et
∑
n�2

O

(
1

n
√
n

)
Proposition 4 : (Règle de D’Alembert)
Soient (un)n ∈ KN ne s’annulant pas à partir d’un rang.

Notons lim
n→+∞

|un+1|
|un|

= L.

1) Si L ≺ 1 alors
∑
n

un est absolument convergente.

2) Si L � 1 alors
∑
n

un diverge grossièrement.

3) Si L = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice d’application :

Montrer que pour tout z ∈ C, la série
∑
n

zn

n!
est absolument convergente.

NB :
+∞∑
n=0

zn

n!
est exp(z) ; l’exponentielle de z.

V) Sommation des relations de comparaison
1) Comparaison des restes
Proposition :
Soient

∑
n

un une série à termes dans K et
∑
n

αn une série à termes positifs.

1) Si

 un = o(αn)∑
n

αn converge alors

(
+∞∑
k=n

uk

)
= o

(
+∞∑
k=n

αk

)

2) Si

 un = O(αn)∑
n

αn converge alors

(
+∞∑
k=n

uk

)
= O

(
+∞∑
k=n

αk

)

3) Si

 un ∼ αn∑
n

αn converge alors

(
+∞∑
k=n

uk

)
∼

(
+∞∑
k=n

αk

)
2) Comparaison des sommes partielles
Proposition :
Soient

∑
n

un une série à termes dans K et
∑
n

αn une série à termes positifs.

1) Si

 un = o(αn)∑
n

αn diverge alors

(
n∑
k=0

uk

)
= o

(
n∑
k=0

αk

)

2) Si

 un = O(αn)∑
n

αn diverge alors

(
n∑
k=0

uk

)
= O

(
n∑
k=0

αk

)
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3) Si

 un ∼ αn∑
n

αn diverge alors

(
n∑
k=0

uk

)
∼

(
n∑
k=0

αk

)
3) Exercices d’applications
Exercice d’application 1 : (Théorème de Césaro)
Soit(un)n∈N ∈ KN.
Montrer que si (un)n∈N converge vers L alors la suite de terme

général


n∑
k=0

uk

n+1

 converge aussi vers L.

Solution : (en bref)

On a

 (un − L) = o(1)∑
n

1 positive et divergente

Alors
n∑
k=0

(uk − L) = o

(
n∑
k=0

1

)
n∑
k=0

(uk)− (n+ 1)L = o (n+ 1)

n∑
k=0

(uk)

n+1 − L = o(1) −→ 0
Exercice d’application 2 :

Montrer que

(
n∑
k=1

1

k

)
∼ ln(n)

Solution :

On a


1
k ∼ ln(1 + 1/k)∑
n

1

k
positive et divergente

Alors
n∑
k=1

1

k
∼

n∑
k=1

ln(1 + 1/k)

n∑
k=1

ln(1 + 1/k) =

n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln k) = ln(n+ 1) ∼ lnn

Car ln(n+ 1) = (ln(n) + ln(1 + 1/n)) ∼ lnn
Exercice d’application 3 :

1) Posons un = n ln(n).
Montrer que (un+1 − un) ∼ ln(n)

2) En déduire que ln (n!) ∼ n ln(n)

Solution :
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1) On a :
un+1 = (n+ 1) ln(n+ 1)− n lnn

= n(ln(n+ 1)− lnn) + ln(n+ 1)
(n ln(1 + 1/n) + ln(n+ 1)) ∼ ln(n+ 1) ∼ lnn

car n ln(1 + 1/n)→ 1 et ln(n+ 1)→ +∞.

2) ln(n!) =
n∑
k=1

ln(k) ∼
n∑
k=1

(uk+1 − uk) car (un+1 − un) ∼ ln(n) et
∑
n

lnn

diverge et positive.
n∑
k=1

(uk+1 − uk) = (un+1 − u1) ∼ un+1 = (n+ 1) ln(n+ 1) ∼ n lnn

Exercice d’application 4 :

1) Montrer que

(
+∞∑

k=n+1

1

k2

)
∼ 1

n

2) Déterminer un équivalent simple de

(
+∞∑

k=n+1

1

k2
− 1

n

)
Solution :

1) On a 1
k2
∼ 1

k(k−1)

Donc
+∞∑

k=n+1

1

k2
∼

+∞∑
k=n+1

1

k(k − 1)

Et
+∞∑

k=n+1

1

k(k − 1)
=

+∞∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

1

n

2) On a :(
+∞∑

k=n+1

1

k2

)
− 1

n =

+∞∑
k=n+1

1

k2
−

+∞∑
k=n+1

1

k(k − 1)

=

+∞∑
k=n+1

(
1

k2
− 1

k(k − 1)

)
= −

+∞∑
k=n+1

1

k2(k − 1)
∼ −

+∞∑
k=n+1

1

k(k − 1)(k + 1)

Par décomposition de la fraction rationnelle correspondante, on a :
+∞∑

k=n+1

1

k(k − 1)(k + 1)
=

+∞∑
k=n+1

(
−1

k
+

1

2(k − 1)
+

1

2(k + 1)

)
= 1

2

+∞∑
k=n+1

([
1

k − 1
− 1

k

]
−
[

1

k
− 1

k + 1

])
= 1

2

(
1
n −

1
n+1

)
= 1

2
1

n(n+1) ∼
1

2n2
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En fin

(
+∞∑

k=n+1

1

k2
− 1

n

)
∼ −1

2n2

VI) Développement décimal d’un nombre réel
Proposition 1 :
Soit x � 0.
Il existe une suite (an)n�1 à valeurs dans {0, 1, . . . , 9} telle que

x = bxc+

+∞∑
n=1

an10−n

où bxc est la partie entière de x.
Notation :
Notons a0 = bxc.

x = bxc+

+∞∑
n=1

an10−n devient x =

+∞∑
n=0

an10−n.

Elle s’écrit x = a0, a1a2a3 . . .
Exemple :
x = 7, 000000000 , y = 13, 43000....
Proposition 2 :
1) La suite décimale (an)n�0 est unique ⇔ x n’est pas un nombre décimal.
2) La suite décimale (an)n�0 n’est pas unique ⇔ x est un nombre décimal.
Exemples express : Ici la suite décimale n’est pas unique (le nombre est
décimal).
1) x = 7, 000000 . . . et x = 6, 999999 . . . .
2) y = 13, 43000.... et y = 13, 42999.....
Définition 3 :
Un développement décimal de x est dit propre s’il ne comporte pas que des
9 à partir d’un rang.
Dans le cas contraire, il est dit impropre.
Exemple express :
y = 13, 43000.... est un dévelopement decimal propre, mais y = 13, 42999....
ne l’est pas.
Proposition 4 :
1) Tout réel x � 0 admet un unique développement décimal propre.
2) Tout nombre décimal x � 0 admet deux développement décimaux : l’un

propre et l’autre impropre.
Par exemple :
Le nombre décimal 13, 43 :
13, 43000.... est son dévelopement decimal propre, et 13, 42999.... est son
développement décimal impropre.
Proposition 5 :
Soit x � 0.
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1) x est rationnel si et ssi son développement décimal propre est périodique
à partir d’un rang.

2) x est irrationnel si et ssi son développement décimal propre n’est pas
périodique à partir d’un rang.

Par exemple :

1) 2
9 =0,2222222.....

2) 14
8 = 1, 750000000...

3) 17
7 =2,428571428571428571428571.....

NB :
Si x ≺ 0, on a −x � 0. Et on applique ce qui précède.
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