Cours lére Année

| SERIES NUMERIQUES |

I) Convergence d’une série

Soit (up)n=o une suite a valeurs dans K (K =R ou C).
n
Notons S, =ug+ -+ -+ up = Zuk
k=0

Définitions 1 :
1) La suite (S, )n=0 s’appelle la série de terme général u,,.

On la note Z U,

n>0

2) On dit que la série Zun converge si et seulement si la suite (Sy)n=o0

n>0
converge.

3) Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Notations et vocabulaire :

1) Supposons que la série Z up converge et S = lim 9,.

n—-+00
n>0
—+00
S s’appelle la somme de la série et se note g Uy
n=0

2) (Sn)n=o0 s’appelle la suite des sommes partielle de la série Z Up,.
n>0

NB :

1) On définit de méme la série Zun via la somme partielle (Sy,)ns-p Ol
nrp

n
Su =yt b un =Y
k=p

+o0
2) Faites la différence entre Z Up, €t Z Uy -
n>=0 n=0
3) "Etudier la nature d’une série" ¢a veut dire d’étudier si elle est conver-
gente ou divergente. (CV ou Div).

4) Les séries E Up, et g u,, sont de méme nature.
n>0 n>=p
En cas de convergence, on a

+oo p—1 +o00
D un = upt Y un
n=0 k=0 n=p

Pr.ELAMIRI 1/ 22 www.lamateacher.org



Cours lére Année

Notation et vocabulaire :

Supposons que la série Z ug converge.
k=0
Soit n € N. On sait que la série Z ug converge aussi.
k>n+1
+oo
1) La somme Z uy, se note Ry,.
k=n+1
2) R,, s’appelle le reste d’ordre n de la série Z U,
k>0
Proposition 2 :

Supposons que la série Z ug converge. On a :
k=0
1) vneN, S=5,+ R,

2) lim R,=0

n——+00
Exemples :
Etudier la nature des séries suivantes et préciser leurs sommes en cas de
convergence :

1) Zln(l + %)

n>1

1
2) Z n(n+1)

n>1

Solution :

1) Notons S,, = Zln(l + %)

k=1
Sp=> (In(k+1) —In(k)) =In(n+ 1) = 400
k=1
1
D la séri In(1 4 —) di .
onc la série ; n(1l+ n) iverge

& 1
2) Notons Sn = ; m On a

" /1 1 1
S”_kzl<k:_k+1> =1- 7
Alors lim S, =1.

n—-+0o00

“+o0o
1 1
AiDSi, la série Té-l m converge et nE:1 m =1.
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Proposition :

Si la série g Uy, converge alors lim wu, = 0.
n——+oo

Démonstrgtion en bref :
Up =8, —Sp—1 = S=-5=0
NB :

Par contraposée, on a :

1) Si (up)n ne tend pas vers 0 alors la série Z uy, diverge.

n

2) Dans ce cas, on dit que la série Z uy, diverge grossiérement. (DivQ)
n

Exemples :

1 1
1) Z In(1+ E) et Z - divergent, mais pas grossiérement.

n>1 n>1
1 n
2) Y (1 + ) DivG.
n>1 n
Proposition :
Soit ¢ € C.
1) Zq” converge < |g| < 1
n>0
o0 1
2 D . n = —
) Dans ce cas Zq -
n=0
Démo en bref :
(“)
1— qn+1 1
Sp = Z qk = — )
k=0 1=q 1=q
(=)

On raisonne par contraposée. Supposons que |q| = 1.
Alors Vn = 0, |g|™ > 1.

Donc |q|™ - 0. Ainsi Z q" diverge (grossiérement).

n>0
NB :
+o0o qN
n . n o __
Idem pour Z q". Et en cas de convergence on a : Z q" = 1o .
n=N n=N
Exemple :
Nature et somme de la série on”
n>=1
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Proposition :
La suite (uy,)n converge si et seulement si la série télescopique

Z(un+1 — uy) converge.

n
Démo :
n

Notons S,, = Z(Uk+1 —ug). On a :
k=0
Z(U"H — uy) converge

n

Sn)n converge

<

& (Sp—1)n converge
< (up — up)y converge
< (up)n converge
Exemples express :

1
1) Z In(1+ E) diverge.

n>1

1
2) Z Py converge.

n>1

Exercice classique :

n
1
Posons C), = — —In(n) pour tout n > 1.

k
k=1

Montrer que la suite (Cy)n=1 converge.

Proposition 1 :
Soient Z Uy €t Z vy, deux séries convergentes. Soient o, 8 € K. On a :

n>0 n>0
1) La série Z(aun + puy,) converge.
n>=0
+oo +o0 +oo
2) Z(O‘un + Bup) = OzZun +Bzvn
n=0 n=0 n=0
Démo :

Via la définition et la linéarité de >_.
Corollaire 2 :

1) La somme d’une série convergente et une série divergente est une série
divergente.

2) L’ensemble des séries convergentes est espace vectoriel.

+00
3) L’application qui associe & une série convergente E Up S& sOMme E Un
n>=0 n=0

est une forme linéaire.

Démo :
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1) Vient du fait que la somme d’une suite convergente et d’une suite diver-
gente est una suite divergente.

2) C’est un sous-espace vectoriel de 'espace KN,
3) Vient de propl : 2)

Proposition :
Soient Z Uy, une série complexe. On a :
n>0
1) Zun converge < Z Re(uy,) et Zlm(un) convergent
n>0 n>0 n>=0
2) Le cas échéant, on a

+o0 +oo +oo
Z Uy = Z Re(uy) + 1 Z Im(uy)
n=0 n=0 n=0

Démo :

Via la définition et la convergence d’une suite complexe en relation avec
celles de sa partie réelle et sa partie imaginaire.

IT) Séries a termes positifs

Toutes les séries qu’on verra dans ce paragraphe seront réelles positives.

Proposition 1 :

Z uy, converge < (Sy,), est majorée.

n
Démo :
On a Sp11 — Sy = upt1 = 0 alors (Sy,),, est croissante. Ainsi :
Zun < (Sp)n converge
n

& (Sp)n magjorée (car croissante)
Corollaire 2 :

Si Zun diverge alors ngrfoo S, = +oo

n

+oo
NB : On écrit dans ce cas : Zun = 4-00.
n=0
Proposition 3 :

Soient E U, et g vy, deux séries & termes positifs verifiant :

n n

vneN, u, v,

1) a) Zvn converge = Zun converge

n n
—+00 —+00
b) En cas de convergence, on a E Up = E Un,
n=0 n=0
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2) Zun diverge = Zvn diverge

n n
Démo :_

n n
Notons S,, = Zuk et S = ka.
k=0 k=0
Il est clair que : (Vn € N, S, < 5)), alors :
1) On a:
Zvn converge = (S))n majorée

n
= (Sn)n majorée

= E Uy converge

n
2) C’est par contraposée.
NB :
La proposition vaut aussi si on a que (u, < v,) a partir d’'un rang.
Corollaire 4 :
Soient Z Uy et Z v, deux séries & termes positifs verifiant : u, = O(v,).

n n

On a:
1) Zvn converge = Zun converge
n n

2) Zun diverge = Zvn diverge
n n

Démo en bref :

vn, u, X Cuv,, etc.

NB :

Le corollaire 4 vaut aussi si on a u, = o(vy).
Corollaire 5 :

Soient E Uy et E vy, deux séries & termes positifs verifiant : u, ~ v,.

n n

On a :

1) Zun converge < Zvn converge
n n

2) Zun diverge < Zvn diverge
n n

Autrement dit :
Z Up €t Z v, sont de méme nature.

Dnémo en 7lloref :
(Un, ~ V) = (up = O(vy) et v, = O(uy)), et appliquer Corollaire 4.

Définition 1 :

. . . 1
Les séries de Riemann sont les séries de la forme E —,otaeR
n
n>1

Pr.ELAMIRI 6/ 22 www.iamateacher.org






Cours lére Année

1) up =0 (vp)
2) Zvn converge = Zun converge
n n

3) Zun diverge = Zun diverge
n n

Démo de 1) :

Supposons que :
Uk+1 ~ Uk+1

Ug Vg

dng € N, Vk > ny,

Soit n = ng. Par un produit télescopique, ou par décroissance de la suite

(“—’“) , on tire que :
Yk k>ng

Un,
vn = ng, Up < —2>.0,
Ung

Corollaire 2 :

Soit E Uy une série a termes strictement positifs.
n

Untl <] ¢ tir d’
1) ( un  — a;za: 217" un rang) = Zn:un converge

Untl > | & partir d'un rang

Up — .

2) (ltl > = E uy, diverge
n

Démo : D’aprés la proposition 1 en prenant la série géométrique Z .

n

Proposition 3 : ( Régle de D’Alembert )

Soit E Uy une série a termes strictement positifs.

n

. Un+1
Notons [ = lim —*1,
n—00 Uy

i<l = Zun converge
n
2) -1 = Zun diverge
n
3) Sil =1, on ne peut rien conclure sur la convergence; (c-a-d que tout est
possible)

Démo :
1) Soit | < L < 1.

. Un+1
Onal= lim —&F
n—0o  Up

Et le corollaire 2 permet de conclure.
2) Idem.
3) Le cas indécis : 1=1.

alors % =< L a partir d'un rang.
n
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. 1 1
Les séries E — et E — correspondent toutes les deux a ce cas. L'une
n n
n

n
converge et 'autre diverge.
Exercice d’application :
Soit a > 0. Etudier la nature de chacune des séries suivantes :

n2020

B PR S SR g

n>=0 n>=0 " n>1 n>-1

Proposition 1 :
Soient ng € N et f: [ng, +oo[— R .
Si f est positive, continue par morceaux et décroissante alors :

k+1 k
Wk = o+ 1, / Fde < fk) < [ fa
k k—1
Démo :
Ona:Vp=mng, Vtep,p+1], flp+1) 2 f(t) 2 f(p)

p+1
En introduisant / , on obtient :
P

p+1
Yoz, fp+ )5 [ f0d = f0)
p
k+1
Soit maintenant k > ng + 1. On a / ft)dt < f(k).

k
Et en remplagant dans la lére inégalité (p+1) par k , on obtient
k

OE / f(t)dt.

Corollaire 2 :
Soient ng € N et f : [ng, +oo[— R .

n
Si f est positive, continue par morceaux et décroissante alors la série Z ( / ftydt — f (n)>
n—1

n
converge.

Démo :

Ona:Vn>ng+1, /n f(&)dt — f(n) = 0 (Prop 1).
n—1

Alors la série Z (

de montrer que la suite de ses sommes partielles (S,), est majorée.

k
Onas (vh o1, ([ flo)de— ) = (£~ 1) = 0

D’ou :

n

f(t)dt — f(n)> est a termes positifs, et donc il suffit

n—1
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n k
Vnzng+1, S o= Y ( f(t)dt—f(k)>

k=ngp+1 k-1

<Y (-1 - fR)
k=no+1

= f(no) — f(n)

=< f(no) car f positive

(Sn)n est donc majorée.
Exercice d’application : (CCP 2016-MP-Maths 1)

"1 1
Pour tout entier n > 2, on pose u, = / —dt — —.
n—1 i n

1) Utiliser un théoréme du cours pour justifier simplement que la série Z Uy,

n>=2
converge.

n
1
2) Pour tout entier n = 1, on pose H,, = Z 7= In(n).
k=1

Montrer que la suite (Hj)n=1 converge.

Proposition 3 :

Soient ng € N et f : [ng, +00[—> R positive, continue par morceaux et
décroissante.

Notons I,, = /n f(t)dt et Sy, = Z f(k) .Ona:

k=ng

1) Vn = no, f(n)+ I, 2 Sy = f(no) +In

2) (Z f(n) converge) < (La suite (I,), converge)

n

Démo :
k41 k
1) Ona :(Vk: = o+ 1, / FO)dt < F(k) < f(t)dt)
k k—1
Soit n > ng. On a :
k=ng
= flno)+ > f(k)
k:77L—L0+1 N
< flo)+ < f(t)dt>
h=no+1 E
= f(no) —|—/ f(t)dt (Relation de Chasles)
= flno)+ 1,

Et pour 'autre inégalité, on a :
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k=ng

n—1
= f()+ > fk)

k=ng

-+ S (/ " fieyar)

k=ng

= f(n)+ /n f(t)dt (Relation de Chasles)

n
= f(n)+1In
Application 1 :

1) Soient ng € N et f : [ng, +oo[— R positive, continue par morceaux et
décroissante.
Supposons que Z f(n) diverge. Justifier que S,, ~ I,
n

n
1
2) Mont — ] ~1
) Montrer que (Z k) n(n)
k=1
Solution :
1) (Sn)n et (In)n tendent vers oo car ce sont deux suites croissantes et

divergentes.

Alors (Vn > no, %’? +1= }q—: = —f(;:’) + 1)

Et "gendarmes" permet de conclure vu que (f(n)), bornée.
2) Notons f: [1,40o[—= R, t— 1.

f est positive, CPM (car continue) et décroissante.

1
n plus, f(n), qui est - diverge
n n
"1 n
D’ou S, = g ™ I,. Avec I, = /1 Zdt =1In(n) , et c’est fini .

k=1
Application 2 :

1
Quelle est la nature de la série Z —7

nln(n)
nr2
Solution :
Notons f : [2, +oo[—= R, ¢t — ﬁ
f est positive, CPM (car continue) et décroissante.
Alors la série Z f(n) et la suite (I,), sont de méme nature.

n>=2

I - / L
2nt1nt/
_ / (Int) gt
2 lnt
In(lnt)]s
= In(lnn) —In(ln 2)
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(I,)n diverge donc la série Z

n>=2

aussi.

nln(n)

Application 3 :

Soient encore ng € N et f : [ng, +00[—> R positive, continue par morceaux
et décroissante.

Supposons que Z f(n) converge.
n

n n +oo
Notons I, :/ f(t)dt, S, = Z f(k) et R, = Z f(k). On a :

k=ng k=n+1
1) Vn = no, 0 I-ILiWn 2R, 211,
2) S, est une une valeur approchée de la somme S, et 'inégalité (|S — S,| = I — I,,)

permet de controler ’erreur.

Solution :
On rappelle que :

k

k+1
VEk = ng + 1, / f(t)ydt < f(k) < f(t)dt
k k—1

Soit n = ng. Soit N = n + 1.
1 ére inégalité : On a :

N N k
> o = Y ([ o)
k=n+1 h=ni1 k—1
Sy =S, =< f(t)dt

n

SN - Sn = IN - In
Par passage a la limite (N — +00), on obtient : S — S, = R, < I — I,.
2 éme inégalité : On a :

ZN: | N /k+1 "
Pk = ( ftdt)
k=n-+1 k:;zvtgl k
Sy — S, / f(tydt

n+1

Sy =8, = Iny1—1Inia
Par passage a la limite (N — +00), on obtient : S — S, = R, = I — I, 41.
Et (I — I,4+1) = 0 vient du fait que la suite (I,,),, est croissante.
Application 4 : (Nature d'une série de Riemann)
Soit @« € R. On a

1
Z — converge & o> 1
nOé
n>1
Démo :
Soit a € R.
Cas1l:Sia=<0.
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1
L 0 donc Z v diverge (grossiérement).

nCI
n>1

Cas2:Sia>=0
1 ~
D= =D f(n)on £l o[> R, e k.
n n
f est positive, CPM ( car continue) et décroissante.

n
1
Alors Z f(n) converge si et ssi (I,), converge; ou I, = / —dt.
1
n
Cas2a):Sia=1

1
I, =Inn — +o0. Donc Z — diverge.
n

n

Cas2b):Sia>1
l—a_ ].
Inznfal%ﬁ.DoncZn—a
n
Cas2c):Si0<a<1

I = nl-a_1
n =

11—«

1
— 400. Donc E — diverge.
n
n

En conclusion :

1

g — converge & o > 1
nOé

n>1

Vocabulaire : Une bijection de N vers N est dite permutation de N.
Proposition :

Si la série & termes positifs g uy, est convergente, alors pour toute permu-
n>=0
tation o de N, la série E Ug(n) CONVerge aussi, et on a

n>=0
“+o0 “+00
E Up = E Ug (n)
n=0 n=0

IIT) Séries alternées
Définition 1 :
On appelle série alternée toute série de I'une des formes suivantes :

Z(—l)"an ou Z(—l)”_lan

n

ol (ay,)y est une suite positive.
NB :
Autrement dit, Zun est alternée si et ssi la suite ((—1)"u,) est de signe

n
constant.

Proposition 2 : (Critére spécial pour les séries alternées)
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Ou (Critére de Leibniz).

Soit (ap)psn, une suite décroissante de limite nulle. On a :

1) La série alternée Z (—1)"a, converge.

n>=ng
2) Vn = ng, signe (Ry) = signe (du ler terme dans Ry,)
3) Vn = ng, |Ry| = |du ler terme dans R,|

+o0
4) signe | S = Z (=Dkay | = signe (du ler terme dans la somme S)

k=ng
+oo
ou R, = Z (=1 *ay
k=n+1
NB 1 : Ceci vaut aussi pour la série alternée Z (—1)" Lay,.

n=ng

NB 2 : Les hypothéses dans le CSSA pour la série alternée Z Uy, peuvent
n
étre remplacées par
(|un|)n décroissante de limite nulle

Exemples express de séries entiéres convergentes :

(=1t (=1)" (=1)"
1 -— 2 3
) ; n ) 7; n? ) T; nilnn
Démo de prop 2 :
n
Posons S, = Z(—l)kak (on fera pour ng = 0 par exemple).
k=0
A) Pour 1) :
On veut montrer que (Sy), converge. Il suffit pour cela de montrer que
les deux sous-suites (S2y,)n €t (S2n+1)n convergent vers la méme limite.
Pour cela, on montrera qu’elles sont adjacentes.

a) Sopy1 — Sop = —aznt1 — 0.
b) (S2n)n est décroissante :
So(nt1) — Son = a2pt2 — azpy1 2 0 car (ay), décroissante.
¢) (S2n+1)n est croissante :
Som41)+1 — S2n+1 = Q2ny2 — a2n43 = 0 car (atn)n décroissante.
B) On a:
(Vn =0, Sopt1 X5 =X Sgn) (Q)

“+00
ot § =lm S, = (~1)" .
n=0
“+00
R, = Z (—l)kcw€ et son premier terme est (—1)"+104n+1~
k=n-+1
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Pour 2) : Montrons que signe(R,) = signe((—1)"*!

Q) Vn €N, Ran < 0
b) Vn € N, Ropi1 = 0

an+1) :
Cela revient & montrer que {

Pour a) : On a :
RanO - S_SanO
& S < Soy ; ce qui est vrai d'apres (Q)
Pour b) : Idem.
Pour 3) : Montrons que Vn € N, |R,| < |(=1)" " ay,11] = a1

3 a) Vn € N, |Rop| = aont1
C-a-d que
a { b) Vn € N, |Rony1| = qont2
Ou encore a) Vn €N, —Rop, = agpq1 car Rop =X 0
b) Vn € N7 R2TL+1 j a2n+2 car R2n+1 i 0

Pour a) : On a :
—Rop = opy1 & aopg1 +Roy =0
& gt + (-1 ag, 1 + Ropyr = 0
& Ropy1 = 05 ce qui est vrai.
Pour b) : Idem.

Exercice d’application 1 :

Considérons I'application f définie sur |0, 400 par

1) Montrer que f est bornée sur |0, +o0].
2) i) Montrer que
1
Ve =0, |f(z)+ 1] < 5
ii) En déduire IEIEOO f(x).

Exercice d’application 2 :

n (_1)]471
1) Notons S,, = Z —
k=1
+oo n—1
N : : . (1)
Déterminer un entier p tel que S}, soit une valeur approchée de Z
n
n=1
a 1073 prés.
Calculer S), via Python et comparer avec In(2) donnée par le systéme.

2) Notons S, = z": (-1)"
TR+

+oo
—1)n
Déterminer un entier p tel que S}, soit une valeur approchée de Z (2 +) 1
n

n=0

Pr.ELAMIRI 15/ 22 www.iamateacher.org



Cours lére Année

a 1072 prés.
Calculer S, via Python.

IV) Séries absolument convergentes

Définition 1 :
Soit (up)n € KN, La série Z uy, est dite absolument convergente si et seule-

n

ment si la série positive E |un| converge.

n
Exemples express :

A) Les séries suivantes sont ACV :
3n

n>1 n>1 n>1

B) Les séries suivantes ne sont pas ACV :
in

ST ) ST

n>1 n>1

n
C) La série Z (_71) est convergente mais n’est pas ACV.
n>1
Proposition 2 :
Toute série ACV est convergente.
Démo :

1) Cas d’une série réelle :
Soit (un)n € RY. On a

Vn e N, 0= up + |un| < 2|uy,|

D’otu la série positive Z(un + |uy|) converge.
n

Or E |uy,| converge, alors g U, converge.

n n

2) Cas d’une série complexe :

On suppose ici que g |uy,| converge.

Vn, |Re(un)| = |up
Vi aue { Vi, [Im(un)| < Jun)

Alors Z |Re(uy)| et Z |[Im(uy,)| convergent.
n n

Donc Z Re(uy) et Z Im(uy,) convergent d’apreés le cas 1).
n n

Attention! :
La réciproque de la proposition 2 est en général fausse.

(=n"

Contre-exemple : Z
n>1

Converge mais pas absolument.
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Proposition 3 :

Soient (uy), € KN et Z Q;, une série positive.
n
un = O(ay,)
Si Z an converge alors Zun est absolument convergente.
n

n
Remarque pratique :

g ay, Série positive

Si 1 , on écrit que ZO(an) ACV (donc CV ).
Z o, converge ~

Par exemple :

Z (0] ( ) ACV (donc CV ), car Z — est une série positive et conver-
gente d’aprés Riemann.

2) Pareil pour Z 0, < \})

Exercice d’apphcatlon : (Classique)
Etudier la convergence de chacune des séries suivantes :

)Z TR )Z\ﬂn; 3)Zl< )n>

n>=2
Indlce Vous pouvez utilier les développements limités au voisinage de 0 :
1 1
—— =140(), — =1-t+0#), In(1 +t) =t + O
= 140), 1 = 1-t+0(), In(14+0) =t +O(F)
Solution :
1)
(Gt ) L G D 1
(=1 n o
(=nn~

L x (1+0(2))
S+ 0()

n

_1)»
Z # est convergente en tant que somme de deux séries conver-
n+ (—1)”

et ZO )

nt2 n=2
2)
(S N C VR
Vit (=1) Voo T
_ (=nn _ =" 1
- (\/gnx(l L +0(n))
= T matOGR
nz>:2 NCENESIE est divergente en tant que somme de deux séries conver-

gentes et une dlvergente :
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> S 20 (o)
n>=2 f n>=2 n\/>
Prop051t10n 4 (Régle de D’Alembert)

Soient (1), € KN ne s’annulant pas & partir d’un rang.

Notons lim [t 1] =
n—-+o0o ‘un’

1) Si L <1 alors Z uy, est absolument convergente.

n

2) Si L > 1 alors Z uy, diverge grossiérement.
n

3) Si L =1, on ne peut rien conclure.

Exercice d’application :

z
Montrer que pour tout z € C, la série Z — ost absolument convergente.
n!

n
+oon

NB : Z — est exp(z); Pexponentielle de z.

n= 0
V) Sommation des relations de comparaison

Proposition :

Soient E u, une série a termes dans K et g Q, une série a termes positifs.

n n

Up = o(ay)
1) Si Za" converge alors (Z uk> =o0 (Z ozk>
2) Si Za" converge alors (Z uk> =0 (Z ozk)
k=n
Up ~ Op +00
3) Si Za” converge alors (Z uk> ~ (Z ak>
k=n

Proposition :

Soient E U, une série a termes dans K et E Q. une série a termes positifs.

n n

up, = oa,)
1) Si Za” diverge alors <Z uk> =0 (Z ak>
up, = O(aw,) n
2) Si Za” diverge alors <Z uk> =0 (Z ak)
k=0
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Up ~ n
3) Si Za” diverge alors (Z uk> ~ (Z ak>
k=0

Exercice d’application 1 : (Théoréme de Césaro)

Soit () nen € KN,

Montrer que si (uy,)nen converge vers L alors la suite de terme
n

D uk

k=0
n+1

général converge aussi vers L.

Solution : (en bref)
(un — L) = o(1)
On a Z 1 positive et divergente

Alors i(uk —L)=o (i 1)
. k=0 k=0

D (up) = (n+1)L=o0(n+1)

k=0
n

> (ur)
=0 —L=o0(1) —0
Exercice d’application 2 :

1
Montrer que (Z k‘) ~ In(n)

k=1

Solution :
2 ~In(1+1/k)

1
On a Z % positive et divergente

Alorsszzm + 1/k)
k=1
Zln1+1/k Z(ln(k+1)—1nk)zln(n+1)~1nn

k=
Car In(n+1) =(In(n) +In(1 + 1/n)) ~Inn
Exercice d’application 3 :

1) Posons u, = nln(n).
Montrer que (tp+1 — up) ~ In(n)
2) En déduire que In (n!) ~ nln(n)

Solution :
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1) On a:
Uny1 = (n+1)In(n+1) —nlnn
=n(ln(n+1) —Inn) +In(n+ 1)
(nIn(14+1/n)+In(n+1)) ~In(n+1) ~Inn
car nln(14+1/n) - 1 et In(n+ 1) — +oo.

n

) In(n!) Zln ~ Z (up41 — ug) car (Up+1 — up) ~ In(n) et Zlnn

k=1
diverge et posmve
n

Z(Uk.l’_l —ug) = (Upt1 —u1) ~Upy1 = (n+1)In(n+1) ~nlnn
k=1

Exercice d’application 4 :

+00 1
1) Montrer que ( Z l<:2> ~ L
k=n-+1
=X 11
2) Déterminer un équivalent simple de ( Z =i n)
k=n+1
Solution :
1)()n£1£§hv%@%jj
—+00
D
one S S WD)
k n+1 k=n+1
+00
1 1 1
Et - ) ==
> - > (i)
k=n+1 k=n+1
2) On a:

=1 . =1 = 1
(Z,%)- zz()

k:n+1

zk2 5 3 e

k=n+1
Par décomposition de la fraction rationnelle Correspondante on a:

+o0 oo
1 1 1 1
kk—D)(k+1) 2. <_k+2(k—1)+2(k+1)>
k=n+1 k=n+1
+oo
15 (-1l f-r)
PR UE N B
_1(1 1
=2 \n " ar1
“1G )
— 2n(n+1) 2n?2
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K11

En fin < Z kQ_n) N%
k=n+1

VI) Développement décimal d’un nombre réel

Proposition 1 :

Soit x > 0.

Il existe une suite (ap)n=1 a valeurs dans {0, 1,...,9} telle que

+o00
x=|z|+ Z ap107™"
n=1

ou |z| est la partie entiére de x.
Notation :
Notons ag = |x].

+o0 +oo
x=|z]+ Z ap 107" devient = = Z ap, 107",
n=1 n=0
Elle s’écrit x = ag, a1az2as . ..

Exemple :
x = 7,000000000 , y = 13,43000....
Proposition 2 :

1) La suite décimale (ap,)n>-0 est unique < x n’est pas un nombre décimal.
2) La suite décimale (ay)n=0 n’est pas unique < z est un nombre décimal.
Exemples express : Ici la suite décimale n’est pas unique (le nombre est
décimal).

1)  =7,000000... et z =6,999999....

2) y = 13,43000.... et y = 13,42999.....

Définition 3 :

Un développement décimal de x est dit propre s’il ne comporte pas que des
9 a partir d’'un rang.

Dans le cas contraire, il est dit impropre.

Exemple express :

y = 13,43000.... est un dévelopement decimal propre, mais y = 13,42999....
ne l'est pas.

Proposition 4 :

1) Tout réel z = 0 admet un unique développement décimal propre.

2) Tout nombre décimal z > 0 admet deux développement décimaux : I'un
propre et I'autre impropre.

Par exemple :

Le nombre décimal 13,43 :

13,43000.... est son dévelopement decimal propre, et 13,42999.... est son
développement décimal impropre.

Proposition 5 :

Soit x = 0.
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1) x est rationnel si et ssi son développement décimal propre est périodique
a partir d’'un rang.

2) x est irrationnel si et ssi son développement décimal propre n’est pas
périodique a partir d’un rang.

Par exemple :

1) 2 =0,2222222.....

2) & =1,750000000...

3) 31 =2,428571428571428571428571.....

NB :
Siz <0,ona—x>0.Eton applique ce qui précéde.

[y

Pr.ELAMIRI 22/ 22 www.iamateacher.org

































