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Correction

Partie |

H,H, CH +H,CFE doncn—1<dimH +H,<n.

Sidim H + H, =n—1 alors par inclusion et égalité des dimensiéhis= H + H, = H, ce qui est
exclu. Par suitelim H, + H, =n etdoncH + H, =E.

SiH = H, alorsdimH NH, =dimH +dimH, —dimH +H, =n—2.

SiH =H,alorsH NH,=H puisdimHd NH,=n-—1.

SiIFCHalorsFNH=F etdimFNH=dimF.

Si F' ¢ H alors considérong/ + F'.

OnaHCF+HCE doncn—1<dimF+ H<n.

Si dim F'+ H = n —1 alors par inclusion et égalité des dimensiéhs- F'+ H.Or F' C F + H donc

F C H ce qui est exclu. Nécessairemeliin '+ H = n .
Par suitedim FNH =dimH + dimF —dim F'+ H =dim F — 1.

Par récurrence sure N *,

Pourp =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang 1.
Soit 4,,...,H,,H, , des hyperplans dé& .

Soit F=H,N...NH, . ParHR :dim FF > n— p.

Hn..NHNH, ,=FNH,, etdapres'étude préecédenfém FNH , >dimF —1.

Par suitedim(#,N...NH, NH, ,)>n—(p+1).

Récurrence établie.

Considéronge,,...,¢,) une base dé" . C'est une famille libre de vecteurs d& on peut donc la

compléter en une base de de la formeB = (¢,,...,€,,¢,.,,.-- €, ) et cette base convient.

Par constructioie,,...,¢, ;,€,,,,-- €, ) est une famille génératrice dé .
De plus cette famille est libre car sous-famillardé famille libre, c’est donc une base He.

Par suitedim #, = n —1 et H, estun hyperplan d&'.
SoitZe H ,N...NH, .

CommeB3 est une base d&, on peut écriref =\ €, +---+ A
Pourtoutp+1<i<n,onazecH, =VectE,,.. €, £,...- £, )-

p+l
2L e

On peut donc aussi écrité= 1€, +--+ p,_€_,+ 08 +---4 1, 1€, + .41, €, ).

Par unicité des composantes d’un vecteur dans asedbtient A = 0.

Ainsi 7=\ +--+\ € +0€F etdoncH ,N..NH CF.

De plusdimH,,N...NH, >n—(n—p)=p=dimF doncdimH ,N...NH, 6 =dimF puis
H . N..NH =F.

p+1
Considérond3 = (¢,,...,€,) une base d& .
Posons pour toute {1,...,n}, H, = Vect, ... ¢_, ¢

i+1T

. £, ). H, estun hyperplan.
Par la méme démarche que ci-dessus, on observégue.NH, ={d}.

Partiell

dimF, =0 etdimF, =n doncF, = {o} etF, = E.



2.a

2b

2.c

3.a

3.b

SiF CF _, alorsF =F | puisquonsaitF, | C F,.OrdimF _ = dimF . Ceci est donc impossible.
Par suiteF, ¢ F/_ etdoncde, € F, tel quee, ¢ F .
Montrons que3 est libre :

Version légere :
Supposons\e, +---+ A€, =0.

Si A, =0 alorse, =——(\&++\ _1€,_1)-

1

A

Ore ek CF, ,....6_,€F  donce, € F
Nécessairement, = 0.
On obtient alors la relatione, +---+ X\, €, ;=0 eton réitere le processus de sorte d’obtenir
successivement | =0,..., puis\ =0.

Version lourde (mais plus rigoureuse) :

Par I'absurde, supposoifs liée.
On peut alors écriree, +---+ A€, =0 avec(),...,A,)=(0,...,0).

non

Notons p le plus grand élément entier tel que = 0.

, ce qui est exclu.

On alarelation\é +---+ ) ¢, =a car par définition dep, A

p+1:"' n

On peut alors écriré, = —)\i()\l.é'l+-~- +A, 1€, 1)
P
Or¢geFCF _,..,6_,€F _,donce, € F,. Cestabsurde.

Dans les deux version® est une famille libre formée de= dim F vecteurs deF , c’est donc une
base deF .

Soiti € {1,...,p} .

La famille (¢,,...,€,) est une famille libre car sous famille d’'une fdenlibre.

De plus, pour touj € {1,...,i} onaé, € F, car F, C F,.

La famille (€,,...,¢;) est donc une famille libre formée de= dim F, vecteurs deF’, c’est donc une base
de F, et par suiteF; = VectE, ,... € ).

- — -

Considérong, = Vect, ,.. € _, €,1--- £, )-

Par les mémes arguments qu'en 1.3, est un hyperplan.
PuisqueF, ¢ H ,onadimF NH, =dimF —1=i—1.
PuisqueF, | C F etF CH ,onaF  CFNH,.

Par inclusion et égalité des dimensions ; = F N H_ .

F  =F NH, =H, puisqueF, =FE.

F ,=F NH  =H NH,,., lL=FKNH=HN..NH,.

n— 1



