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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
Le probléeme comporte deux parties qui sont indépendantes.

Notations

On note N 'ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note &,, le groupe des permutations de {1,...,n} et
(o) la signature d’une permutation o € &,,.
Sio € &, on appelle point fire de o un élement i € {1,...,n} tel que o(i) = ¢. On note v (o)

le nombre de points fixes de . On appelle dérangement une permutation ¢ € &, n’ayant
aucun point fixe. On note ©,, I’ensemble des dérangements de &,, et D,, son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k < n, on note (Z) le coefficient binomial correspondant au
nombre de parties a k éléments d’un ensemble & n éléments. Par convention, on pose (2) =0
pour un entier naturel k > n.

On note R[X] 'ensemble des polynomes a une indéterminée et a coefficients réels. Si de plus
n > 0 est un entier naturel, on note R, [X] 'ensemble des éléments P € R[X] de degré
inférieur ou égal a n.

Sin >0 et d > 1 sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ».

Si z est un réel, on note E(x) sa partie entiére, c’est-a-dire 'unique entier F(z) tel que
E(z) <z < E(x)+1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note
vp(n) =max{r e N : p”|n}.
Soit n un entier naturel non nul. On note ., (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n
a coeflicients réels.
Pour tout ensemble E, on note &(FE) I'ensemble des parties de E.
On note Iny la fonction de |1, +oo[ dans R définie par Iny(z) = In(In(x)).

Si (an)nen+ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel z € R,

E(z) E(z) E(x)
D= an D = 3 a [ aw=]] @
n<x n=1 p<x p=1 p<x p=1

p premier p premier p premier p premier

avec la convention que la somme indexée par I’ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par
I’ensemble vide vaut 1.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel ~ tel que

~ 1 1
;knﬁiwln(n)+'y+0<n>.



Premiére partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de ., (R)

suivante
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Montrer que Ve 12 , c/c#['zl; T/\/Io}f (1_4)M(7+n_1)

1b. En déduire que pour tout x € R, on a

2. Calculer

3. Etablir que

4. Pour o € G, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € ©,,. En déduire que

Card{oc €D, : (o) =1} = Card{c € D,, : e(0) = -1} + (=1)" }(n —1).

Soit m € N. On considére la matrice

(8) 0 o e e 0
0 () 0
M= 5 € Mpmi1(R).
(") (mo1) 0

()

5a. Justifier que les familles (1, X,..., X™) et (1,(X —1),...,(X — 1)™) sont des bases de
R, [X].



5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de ’application linéaire identité

Rpn[X] — R,[X]
P — P

dans les bases (1, X,..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., um), (Vo, . . ., vpy) € RMTL
Yk i k
si VeE<m, wup= éz_; (ﬁ)w’ alors Vk<m, wv,= ;(_1)k_€ <£>W-

Fin Extrait



