Traitez les exercices marqués
en jaune. La solution est en bas.

EXERCICES MP

( Probabiltés - Partie 3 |

Exercice 1 :

Soit. X une variable aléatoire réelle discréte.
Soit n € N.
1) Montrer que
VO<k<n, VaeRT, ! <1+a”

2) En déduire que si X admet un moment d’ordre n alors X admet un
moment & tout ordre kK <n .

Exercice 2 :

Soit X une variable aléatoire réelle & valeurs dans N.

1) Montrer que

Vn €N, kax k)=Y P(X >k —(n+1)P(X >n+1)
k=0 k=0

2) En déduire que X posséde une espérance finie si et seulement si la série

Z P(X > n) converge.
n>0

Dans ce cas, montrer que E(X) = Z P(X > n).

Exercice 3 :

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2
(donc une espérance et une variance).
o > 0 étant son écart type et m son espérance.

Montrer que
1

Vg >0, P(’X—m|<ﬂa)21—@

Exercice 4 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes .

1) Supposons que X et Y suivent une méme loi de géométrique de paramétre
p.
Déterminer la loi de leur somme X +Y .

2) Supposons que X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs
Aet u.
Montrer que leur somme X + Y suit une loi de Poisson de paramétre
(A + ).
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EXERCICES MP

3) Supposons encore que X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres
respectifs A et p.
Soit n € N* .
Montrer que la loi de X sachant (X + Y = n) suit une loi binomiale &
préciser.

Exercice 5 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramétres respectifs p et q.

1) Déterminer P(X > n), pour tout n € N.

2) En déduire la loi de la variable aléatoire Z = min(X,Y).
Justifier qu’il s’agit d’une loi géométrique.

Exercice 6 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramétres respectifs p et q.
Calculer E(Z) , ou Z = maz(X,Y).

Exercice 7 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de paramétres respectifs p > 0 et ¢ > 0.

Quelle est la probabilité que la matrice ( )0( }1/ ) soit diagonalisable dans
My(R)?

Exercice 8 :

1) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi géométrique de para-
metre p.
Calculer £ (%)

2) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de para-

métre \.
Calculer £ (ﬁ)

Exercice 9 :

Soient n € N* et 0 <p < 1.

Définition :

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de para-
meétres n et p si et seulement si :

X(Q) = {n7n+1,...}
Vk2zn, P(X =)= ()" (1—p)"
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EXERCICES MP

1) Soient Xj,---, X, des variables aléatoires indépendantes, suivant toutes
une méme loi géométrique de paramétre p.
Montrer que leur somme X1 + --- + X, suit une loi binomiale négative
de paramétres n et p.

2) En déduire V'espérance et la variance d’une loi binomiale négative de
parameétres n et p.

’Exercice 10 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N, et 0 < p < 1.
Supposons que :

X suit une loi de Poisson de paramétre A .

La loi de Y sachant (X = n) est binomiale de paramétres n et p.

1) Déterminer la loi conjointe de (X,Y).
2) Quelle est alors la loi de Y7

’Exercice 11 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N.

Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de (X,Y") soit comme
suit :

V(i,j) EN?, P(X =4,V = j) = —

1) Déterminer la valeur de a.
2) Déterminer les loi marginales de X et Y 7

3) X et Y sont-elles indépendantes ?

’Exercice 12 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.
Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y vérifie :

. 2 N 2 o
V(i,j) e N, P(X =i,Y =j)=a XS

1
2

3
4

Déterminer la valeur de a.

Déterminer les loi marginales de X et Y 7
X et Y sont-elles indépendantes ?
Calculer P(X =Y) .

~— — O~ e

’Exercice 13 :‘

1) Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre
A>0etreN".
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EXERCICES MP

a) Calculer F(X(X —1)--- (X —r+1)).
b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

2) Soient maintenant X une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de paramétre 0 < p < 1 et r € N*.

a) Calculer E(X(X —-1)--- (X —r+1)).
b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

’Exercice 14 :‘

Soit m € N*.

Considérons une expérience aléatoire a deux issues : succés ou échec.
Notons p la probabilité de réussir; ((1 — p) est donc celle pour échouer)

On répéte cette expérience, indépendamment, jusqu’a I’obtention de m suc-
ces.

Notons T}, le nombre d’essais nécessaires a l’obtention de ces m succeés.

1) Quelle est la loi de Ty 7

2) Déterminer la loi de Ty, .

3) Déterminer le développement en série entiére de la fonction t — ﬁ
sur | — 1,1].

4) Déterminer la fonction génératrice de Tp,.
En déduire E(T,,).

’Exercice 15 :‘
Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, telle que pour
tout n € N, X, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,,.

< E) =1

Montrer que

¥e >0, lim P(’X1+"'+X”—pl+"'+p"

n——+00 n n

’Exercice 16 :‘

Un péage autoroutier comporte deux barriéres By et Bs.

On suppose que le nombre de voitures arrivant & ce péage par jour suit une
loi de Poisson de paramétre A > 0.

Chaque voiture choisit au hasard et indépendamment des autres voitures de
franchir I'une ou l'autre de ces deux barriéres.

On note X (respectivement X5 ) la variable aléatoire déterminant le nombre
de voitures franchissant la barriére By ( respectivement By ) dans une jour-
née.

1) Quelle est la loi de X7 7

2) En considérant la variable aléatoire X + X, calcuer la covariance de X
et XQ.

3) Montrer alors que X; et X sont indépendantes.
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Exercice 1 :
Soit X une variable aléatoire réelle discréte.
Soit n € N.

1) Montrer que

VO<k<n, VaeR' od*<1+a"

Solution

Sﬂ‘ifn‘l’ ’;«GEO(M] {/{‘ QLL’R_'L-
Martrons Gone aL g’{+ﬁh

Cat: Siart
& Ana
e

Qv 2" _

O a& {4
T 141+ a”

14
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Exercice 1 :
Soit X une variable aléatoire réelle discréte.
Soit n € N.

1) Montrer que

VO<k<n, VaeR' aF<1+4+a"

2) En déduire que si X admet un moment d’ordre n alors X admet un
moment a tout ordre £ <n .

Solution

Sek btV del gne b€
\ghf/toﬁ&ws «(?/me Xkd\«mﬁ‘ Un mgmint d/@fro\ﬁo VY.

S ok g G X adwmet a mpmart d'srdee b

@“ A Ixh/ K met tue QQT\;’UW»& ({fﬁic .

Bt o Nok modeer que | XE] advet ansi v (gjaef%(e Jini e
Vs 1) e (xl* L a7 Id"
(Ox 4 & X" gdnefbent des %/J/Md Jinies
Alses (4+/></"> Relwet vue esTJmma fmic
Rt [XE] advel anisi wne egperonte e, que Foke
b duy gt dec Nam fosifive .

Fin Exercice 1
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Exercice 2 :

Soit X une variable aléatoire réelle & valeurs dans N.

1) Montrer que

Vn € N, Zn:kP(sz):ZP(X>k)—(n+1)P(X2n+1)

k=0 & k=0
Solution

\SM ﬁé/’\/, @h 72

POXS8) +POX=t) =P(XYE)
PUIX &) + P(X-L) — P(X%-1)

=y Vkyo, P(x=t) - P(Xy k1) P(xVE)
Y0, GPOXD) = EPOgbg) - kPIxE)
89’% he IN O\a'.

% BPi) < é AP a) = 7 fPUXAL)
=0 ) =

A .
QI\@\ = Z b POXS 1) _ZﬁP()&?ﬂ)
S b
A@\@ Z (k) POCRA) Z b p(xyt)
. =0 ﬁ—o
-

", = Z_ﬁf’()\ﬂz +Z P(xﬂ)F—-Zﬁ_?[xﬂ
\/W ﬁ“O
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_ Z P(x}{i) _ nP(X%0)
ﬁ;:o

A

N 7 _ A _n P
SV = ﬁZ Plxy#) — Plxpn) -1 PO
Q?(OCPA{; v?\-o
S, = 2 RloH) - 0P
s, h=o
X\’) ’
= Z P{x}é) - (n+4_)P(>§7/”+i)
h=o
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Exercice 2 :
Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N.

1) Montrer que

Vn €N, f:kp(x = k) = ip(x >k)— (n+ 1)P(X >n+1)
k=0 k=0

2) En déduire que X posséde une espérance finie si et seulement si la série

Z P(X > n) converge.
n>0

+0o0
Dans ce cas, montrer que F(X) = Z PLX > n).
n=0

Solution

9)i) Deduors e :

X poide une pitontc fine &5 7 P(Xpn) lmsiye

\n7{/()

(Ona X[Q) =N, zhe

N e / L /'e Phen b
)<7—\9/K§L(:[c v {(]b’/m(c ,{Im & La A %D“ 3 Vet

Nk pim fiok e N S - V\ZH()&:&)
(=2

$ - ;ZP(X%)

Oh q alﬂ-fs .
X ::J[( Une o L//ann(c we &= Sh 0 Wy B e
fet prmtc fine & (S) e g

Car C’(’W Ue Aeric @ Feris T%&Af; ;
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Cad Gme (%)ﬂ R

de une ; e = g o V\P[X—,\ (im0
XMLA v t%éfﬁnﬂ(c ,{{ /T>L A nz?%o h 5

& (S,)n ww(')ofré :
&, :fisn )y PO )
Ahes (5‘67/@, Yaew, gh é c)

@n i $h 5§n _,,(m+4) 'P()(ZV\—H',)
-
« <7

\{ﬂé/ﬂ\f’ N o (YI-|—4) F{XZYH—"_) :/\q_;./l) Z“P(X:ﬁ_)

ﬁ—-:VH'i
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£ f I P(x=t)

=i
N
{7 APlx=d)
oo
—=E[X)
At /Vnéw, f’;ﬂ 4C+E(x)>
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Exercice 2 :
Soit X une variable aléatoire réelle & valeurs dans N.

1) Montrer que

Vn € N, Zn:kP(X:k) :ZR:P(X>k)—(n+1)P(X >n+1)
k=0 k=0

2) En déduire que X posséde une espérance finie si et seulement si la série

Z P(X > n) converge.

n>0

Dans ce cas, montrer que E(X) = ZP(X >n).

°?J>M> 6“@)%%11 wé wdtnant Q\M XM{'O‘( Une CS’)()E,(W/\(Q,
Mudcs Gt k(x) Z?(x}n)

K)"W E(X) :Zm?(X:m

S = “ZAP()&:L)
ko AN}
$,-2 P07 N> tso

Ju Lt i Ve, Sn = $V\ _(v\+4\1>()(>,h+i\

of ,c},“ EP(X>V\> ﬂm

‘ﬁ““%fm
Yg)
JQ’@JJ houn ;{/'mh Lo qwaﬁév\ A zd\u;{%ut e
Myt o Lo (VM)P XV[“”)

N> foo
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M?\m X f@llt\clt Jut fé’fi//am(t %f’w’\ €
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Fin Exercice 2
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Exercice 3 :
Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2

(donc une espérance et une variance).
o > 0 étant son écart type et m son espérance.
Montrer que

VB>0, P(|[ X —m|<fo)>1——

Solution

Sk py0. Pk 4u P(/x,MMFG);L_ﬂ-:
(ha: P(/x,.»,l<}5<s);i,?(zx,mm%@).
ke pont, gme -
P1x-m1% po) = P(1x-EQ)] )

4 ﬂ ( 4 ldf r ]’,’nc{ﬁd(ﬁ’ s B}er\qu ,.‘rClme)l(ke\()
P
= Plixrlypo)d =

A+ (Pl 1 <ps) =1 - Fllxwl o)

Fin Exercice 3
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Exercice 4 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes .

1) Supposons que X et Y suivent une méme loi de géométrique de parameétre

p.
Déterminer la loi de leur somme X +Y .

Solution

@h . X iL7/ Qx. XKoo \/ ?w\djfwlr\ﬂu\
X G6) & Yo Gl -

QDefrmipns o hi de SES =

(On o |@)-y(a)=IN"
A ) flow[ =23 0
Sét 'yl Dfrmmes ?{S:n) :

/Jhﬁ;

?(S:h) i P(:::\/;h) e X(L) =N
_ ﬂz P(X:L)P/VZ“_PL) e X AL

*

anm y(a)sw* Jales A fak owe 02N 108 £

= Ps_n) - %{i PX=1) P n-4)
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n-1

1 b4 n_k_1 %
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e, P(S:n) :fz(n—i)(’lfjs)n_%
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Exercice 4 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes indépendantes .

1) Supposons que X et Y suivent une méme loi de géométrique de paramétre
.
Déterminer la loi de leur somme X + Y .

2) Supposons que X et Y suivent des lois de Poisson de parameétres respectifs
A et .
Montrer que leur somme X + Y suit une loi de Poisson de parameétre

(A =+ p).

Solution

Xﬂ.\/

S P T VAR

Nofis 5:X+\/
Mydos g S~/ PO,
(On X (@)= (=N

Al S )= IN

Seéb nem — :
— -{—/U
n/ﬂml’m ﬁ?mc :P[S:h} - e , Q\T/U])
0»1 G .
:P(Sﬂ“) - P(XJ,-\/:h)
+o0 Cer X(Q):H\f

_ %_ PXA) PN ont) [ x ULy
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Exercice 4 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes .

1) Supposons que X et Y suivent une méme loi de géométrique de parameétre
p.
Déterminer la loi de leur somme X + Y .

2) Supposons que X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs
A et p.
Montrer que leur somme X + Y suit une loi de Poisson de parametre
(A + p).

3) Supposons encore que X et Y suivent des lois de Poisson de paramétres
respectifs A\ et p.
Soit n € N* .

Montrer que la loi de X sachant (X + Y = n) suit une loi binomiale &
préciser.

Solution
X ALY
(O« X~ Pl
P

S (X+ on) , alks oé)(én .

Sot hefo,any . Dékemivs PHCEI Xy on) -
(On &
PX=A , X+Y-n)

P(X+y-r)

F()(:A, X+\/:n) = P(Xzﬁ / )/jn_{_)
Pl Py=nd) e XY

P(Xa% } X’&‘y jh) =

hok oy ok
s % RPN G KNSPO) kY~ PLy).
! (nJJ?
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@(XJr ~h) @-D\Jr/}) Q\T/US‘
e
APE
{  wt M-
P(xzﬁf\)xf\—y—_ﬂh) :é—(}\_{-ﬂ) h /U . @ . n\. _
£) h-1)! (\#)
e -t
_CE N/
O\+/J)n
. A n-t
M M
Abs
) n-k
\(ﬂé [Oln]) P[Xgﬁ\ \ X"ry :h) :Q f£(4~)l>)
™ po N
Csl Zr/\ /{\% A X Archant ()(+\/ﬁh> F bigale Je
edres 4 p_ 2\,
W A /D )\.f/,/

Fin Exercice 4
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Exercice 5 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de parameétres respectifs p et q.

1) Déterminer P(X > n), pour tout n € N.

Solution
R = 7/ Mﬂ};mdﬂv\-}d .
On s K(2)= W™, Yean™  PIX=F) sf(/lf,aﬁ'l
y(2)= N, Ve, PIY-F) —:7/4,7)12'4’

St nim . ‘P(X>“) _ 7
P(X> “) = P(X 7,m—i>

:E‘P()(':ﬁ)

évMi
+on l_
i

é-:h-g—{

oo
v L ()
=

S A
- FﬁZ[/tﬁf)

¥nem P(x7 Y\):(’/Iff)m

A

O
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Exercice 5 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des

lois géométriques de paramétres respectifs p et q.
1) Déterminer P(X > n), pour tout n € N,

2) En déduire la loi de la variable aléatoire Z = min(X,Y).
Justifier qu’il s’agit d'une loi géométrique.

Solution
a?/)fv) @ﬁm% /ga jm de le ~ver ?:—;,mh/)ﬁ)’)

X*

x ches |200) o

A(L2)=MN

(- yi2)= m

SUV Y\é”\{-*l F(};n) :?
(26‘0)7,(?“% (X.)Z)—:.h) :?
O K YR DOne

\mfn[q.\a)ﬁh & (’xhch ok 3,7/\0) W(7L>n o 4 =h

Al (2-n) = [ Xen ,7/7/\4) LI (%n ,y:r\>
I

P(22n) - P((x:n SNy )H (Ko ,y,,@}

il iy

Eeneament $ Cor X
- = PPy +POS7 T | oy

=flyrn-1) =(/LP)“ ‘*-“dﬁf
eyt dlgpen 1)
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2(11) N

¥nen™, P(22n) - g (1-9) (mt'f—r))

[

) wiki frend /ﬂ/m’&@ /5'48% ofone A ge;'ﬂé%i@pe

(O e 2(0)-i> .

Seb nem™, On a

R e e ()

? v n_4 n-1
ey = (F*‘?’H’)) [(’l»f) (”fﬁ)]
ow M = ?

'?Gun dwe @V\ul (O“(" @"P) (L(j) :/I"F’Ci*’;ﬁ

2 éi(h)

= £-(prs-p)
=- ( F+<7(4_f)>
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[]

Fin Exercice 5
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Exercice 6 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des

lois géométriques de parameétres respectifs p et q.
Calculer E(Z) , ou Z = maz(X,Y).

Solution
Xy @dtf;mdmlfs |
O K(2)= W, YEaN~ | PIX=F) sf(ﬁfﬁﬁ_i
V()= N, VRN PLY = F) 57{4,7)12'1
Z ~enex (X.Y/)
E(2) ="

Méthode1 | (Standard)

(On e R((L) =™

oo

g(Q) _ Zh P(%:r\)

n=4

6?&4 V\H\\f*. 5[)(2—:\(\) :?
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Exercice 7 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des
lois géométriques de parametres respectifs p > 0 et g > 0.

Quelle est la probabilité que la matrice ( ! ) soit diagonalisable dans

0 Y
M>(R)?
Solution
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Exercice 8 :

1) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi géométrique de para-
metre p.
Calculer E (%).

Solution

O e XY N sk (men™, P(Xen) - F”’i’)n_ﬂ)

o
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Exercice 8 :

1) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi géométrique de para-

metre p.
Calculer F (%)

2) Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Poisson de para-

meétre \.
Calculer F (ﬁ)

Solution

2y
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Fin Exercice 8
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Exercice 9 :
Soient n € N* et 0 < p < 1.

Définition :

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de para-
meétres n et p si et seulement si :

X(Q) :{n,n+17...}
Vk>n, P(X =k) = (k’_l)pn(l _p)k—n

n—1
I} 1) Soient X1y,---, X, des variables aléatoires indépendantes, suivant toutes
une méme loi géométrique de parameétre p.

Montrer que leur somme Xj + --- + X, suit une loi binomiale négative
de paramétres n et p.

Solution
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! p <
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Exercice 9 :
Soient n € N* et 0 < p < 1.

Définition :

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale négative de para-
metres n et p si et seulement si :

X@Q)={nn+1,--}
Vkzn, P(X =k) = (_)p"(1=p)"

1) Soient Xi,---, X, des variables aléatoires indépendantes, suivant toutes
une méme loi géométrique de parametre p.
Montrer que leur somme X; + --- + X,, suit une loi binomiale négative
de parameétres n et p.

2) En déduire I'espérance et la variance d'une loi binomiale négative de
parametres n et p.

Solution

SQ'L""’G X"'—l'“’Xh d(] \(]ar A;«A{)@\AKWL"‘\/ IDW\%nJr ‘119"\"-*\ U Vr\gw\{ Qﬁ«
?%?#\@f e /f]ﬁhdmz-}*‘f P
vaij—""“"f XY) (r Une a\/Xe Aunp— Une Qﬁ'l lﬂih%c\« V\fcgc%c-

(Una . | |
E(SY\) — Z_\E(Xq\ (’ll/\carf'\,l«_/ ol \\U(FL(W‘((\

A=)

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



=1 F&
\( (‘Sh) — V\(’l——E)
}D
L]
Fin Exercice 9
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Exercice 10 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N, et 0 < p < 1.
Supposons que :

X suit une loi de Poisson de paramétre A .

La loi de Y sachant (X = n) est binomiale de parameétres n et p.

1) Déterminer la loi conjointe de (X,Y).

Solution

(On e X))o £ Y(Q)=IN .
Set (3,3)€ N<IN. XA ,y=9)=2
/Oh a fv@h {vafo#n:m ﬁwf .

L
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Exercice 10 :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N, et 0 < p < 1.

Supposons que :

X suit une loi de Poisson de parameétre A .
La loi de Y sachant (X = n) est binomiale de parameétres n et p.

1) Déterminer la loi conjointe de (X,Y).
2) Quelle est alors la loi de Y7

Solution
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Exercice 11 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.

Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de (X,Y") soit comme

suit : .
V(i,j) e N2, P(X =i,Y =j) = i

1) Déterminer la valeur de a.

Solution
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Exercice 11 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.
Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de (X,Y’) soit comme

suit

V(i,j) € N2, P(X =4,Y = j) = %
1) Déterminer la valeur de a.

2) Déterminer les loi marginales de X et Y 7

Solution

2)4) Dilsripns Le My de X

@h Q Xlﬂ)ﬂ/‘\f .

. o). ?
Sed nEN, P(X )~ e s /{%U' du }hslo il Jedels
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Exercice 11 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N.

Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de (X,Y’) soit comme
suit :

V(i,j) e N2, P(X =4,Y = j) = Z%‘
1) Déterminer la valeur de a.
2) Déterminer les loi marginales de X et Y 7

3) X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution
(On & K() -;7’/_(l)7f1\/a
Abs Ky ke indindaces 47 (V e, POy =) -Fled P(yﬁz\)

Pk A,D'g/!\//aw )

_2,
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nl g J
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Fin Exercice 11
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Exercice 12 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.
Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y vérifie :

1+

. 2 . N
V(i,j) e N°, P(X =1i,Y =j)=a 5T

1) Déterminer la valeur de a.

Solution
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Exercice 12 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans N.

Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y vérifie :
. 9 I I ol
V(i,j) e N°, P(X =4,Y =j)=a 5T+

QO | =

1) Déterminer la valeur de a.

2) Déterminer les loi marginales de X et Y 7

Solution
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Exercice 12 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.
Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y vérifie :

. 9 PN 2 o
V(i,j) e N, P(X =4,Y =j)=a ST

1) Déterminer la valeur de a.

2) Déterminer les loi marginales de X et Y ?

3) X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution
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Exercice 12 :
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles & valeurs dans N.
Supposons qu’il existe a > 0 tel que la loi conjointe de X et Y vérifie :

1+
9i+j

V(i,j) eN?, P(X =i, Y =j)=ua

1)
2)
3) X et Y sont-elles indépendantes 7
4) Calculer P(X =Y) .

Déterminer la valeur de a.

Déterminer les loi marginales de X et Y 7

Solution

%ﬁ/&&wj P(Xzy) ,
/On “ XIQ):—/{Il)j)}\f =)oy 4,2, - 11

Akrs

;(xzy) _ (X:O,y_—,o) U(X:w: gl ..
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= PlX=y) =F (U (X:h'\/-;h\)
100 can Loy fi?fiarmm‘H (X=n n\/:ﬂ) Aoyt
- £ty (M o el
+170
N =g Z
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Fin Exercice 12




Exercice 13 :

1) Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre

A>0etre N

a) Calculer £ (X(X —1)---

(I & XNSDD\)

Celoalns E [ X 0x-1) .

(X —r+1)).

x((2) = IN )
BOL”GIMIP(K—:W)—_: —')_ _>\_l
(X - f1+{L)>

n-_/1
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s

h
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n)

—l—ham;{u—})

M) A
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(2) w—2
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0’) n-H
@’v\) =nla-2)..(n=r )L

o9
E (x(de) (X~ h+¢)> Z nn-a) . (n-"+a) P(xf_h)
o0 N
_ Z nnot) - h-ne e
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o0
E (X. (Xx-1) - (X- /L’“Fﬂ-)) _'>\ ) ? v (n—1) ---
+== =t
{xem el = ’Ei
! ]
i o (o)
)" < Z (%)
() .
4 il (h) ()]
e = * (c,m ) )
( ) % vﬂ.> yove E\’:h
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Exercice 13 :

1) Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre
A>0etreN.

a) Calculer E(X(X —1)--- (X —r+1)).
b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

Qe ¥ G (). 5 P+

W=9Q

() = n=h
= YHIR, G () _ ZV\(V\.-{Q tn-hen) Plxen) &

—~ s
;—_7 G{Km(i) :ZV\MJ) S AW Sl P()(-;_Y\)

X} ana

—~0e

7 wben) o aeny Pl - E (% (x-1) - (x-h+1)) @W:v\% iu)

=

Al ;;(x(x,q (X ﬁﬂ_)) - G(ﬁ(i)

b : &9
Dede part : YHerR, @x(k)_e

NE-2
=, MteR, QT(Q he )

> Cﬂ[h)

R

%h;f,;\., g(x(xﬂi) (X _ hw)) _ )\
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2) Soient maintenant X une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de paramétre 0 < p < 1 et r € N*,

a) Calculer E(X(X —1)--- (X —r+1)).

x((2) o N
e X~ GI{F) ! @ Jees “ntmén\f?_ P()LJ\) _ F[/f__f))w—ﬂ

Celouas £ (A1) - (X-h2a))
pi iﬁfmult
E(xix-1) . (KJ1+{L)) _ 7 abeeny ey Pl +mwgu+
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129
_ Z nn-2) .. (n"+a)y P()(—,h)
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QVIA - (341[ Z'?( = . —=
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=, e, Z bh) (/’”f’)
K )
N Yhredi(, Z hw) (4;0(\ (Ca/ (’71“) —0 A V\4h>
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2) Soient maintenant X une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de parameétre 0 < p < 1 et r € N*,

a) Calculer E(X(X —1)--- (X —r+1)) .
b) Retrouver le résultat obtenu via les fonctions génératrices .

K)o cor X Gl -

Al @X/t){iw)(—_n\f" (,_gﬁx))
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Akt n-41 n
:%T/ﬂuf) t.
00 V
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Fin Exercice 13

Pr. ELAMIRI

www.iamateacher.org



Exercice 15 :
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, telle que pour

tout n € N, X,, suit une loi de Bernoulli de parameétre p,,.
< s) =

Montrer que
X1+ +Xn prt---+pa

Ve >0, lim P(‘

e " n

CORRECTION

Sek Eo. . s
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Fin Exercice 15
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