Concours National Commun

EPREUVE DE MATHEMATIQUES 2
Session 2024 - Filiere MP

L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un probléme indépendants entre eux.

Durée: 4 beures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

On désigne par M3(R) Pespace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. On note B = (e1, ea,€3) a base

canonique de R? et par I3 la matrice unité de M3(R). On considére dans M3(R) les matrices suivantes:

) 3 -1 1 1 0 2 2 2 =2
A=§ -2 2 P=12 1 -1 etQ=] -3 -1 5
-1 -1 5 1 1 1 1 -1 1

1. a) Vérifier que PQ = 41;.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P~1.

2. On considere les vecteurs suivants :

0 2
U= 2 |,v= 1 et w= -1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.

b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés & la méme valeur propre § dont on

précisera sa valeur.

¢) Montrer qu’il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP~!.

3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~!.
b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c) En déduire pour tout entier naturel n, Pexpression de A™ en fonction de n sous forme d’un tableau.

Probléme.

Dans tout le probléeme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et par L(E)

le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note M, (K) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n

a coefficients dans K, GL,,(K) le groupe des matrices inversibles de M, (K) et I, la matrice unité de M, (K). Pour

f € L(E), on note f° = idg et pour tout entier naturel k, f**' = f¥o f ou idg désigne I'application identité de
E. On note x¢(X) = det(X idg — f) le polynoéme caractéristique de f et on rappelle que x¢(f) = 0 ou 0 désigne
I’application nulle de F.

Pour une matrice M € M,,(K), on pourra introduire le polynéme caractéristique de M défini par x s (X) = det (XT,, — M).
On dit que f est un endomorphisme nilpotent s’il existe un entier naturel non nul p tel que fP = 0, le plus petit entier

naturel non nul p vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence de f.



Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(FE), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (fk) et 7, = Im (fk)
1. Montrer que la suite (Nj), oy est croissante et que la suite (Z), oy est décroissante pour 'inclusion.
2. En déduire que (dim Ny), oy est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier I'existence d'un plus petit entier naturel ¢ tel que N, = Ny41.
4. Montrer que Z, = Zyy1.
5. Montrer que N; 7, = E,
6. On considere pour tout entier naturel k, ¢y la restriction de f a Zj.

a) Montrer que dimZy, — dim 741 = dim (Ker(f ) N Zy).

b) En déduire que la suite (dim N4 1 — dim N} ),y est décroissante.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c" )
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (us*t").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) 4 dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel ¢, dim (Ker (ul)) <.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u’)) =1.
b) Montrer que 'indice de nilpotence de u est égal & n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que Be = (e,u(e),...,u" *(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.

Partie 3 : Réduction d’'un endomorphisme particulier

Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(F) vérifiant (idE, freens f”fl) est libre.

p
On considére xs(X) = [] (X —Ag)™" le polyndome caractéristique xs de f, olt A1,..., A\, sont les valeurs propres
k=1
distinctes de f de multiplicités respectives my,...,m,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose F), = Ker ((f — Apidg)™™)

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj est stable par f.



2. Montrer que E = F| @ ... @ F),.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considére ’endomorphisme ¢, de Fy, tel que, pour tout = € Fy,
or(x) = f(x) — Az
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de F}.

c) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, I'indice de nilpotence de @y, est my.

4. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que chaque bloc

D | (]

1

est une matrice de M,,, (C) de la forme Aj = 0
0
0 0 1 A

Partie 4: Cycles
Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non
nul p s’il existe x¢ de F vérifiant les conditions :

o f¥(x0) = wo.

e (zo, f(x0),...,fP7  (z0)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (mo, f(zo)..., P! (:vo)) est un p— cycle de f.
1. Soit (zo, f (x0),...., [P (z0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que f?P = idg.

b) Montrer que I'ensemble F,, = {k € N* | (zo, f (o) ,..., ¥ (z0)) est une famille libre} admet un maximum
noté .
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >,  f*(20) € Vect (zq, f (o) ,..., 7" (0)).

ii) Montrer que v = n.

iii) Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.
2. Soit By, = (2o, f (o) - ... .. , [ (o)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B, est une base de F.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base By, .

wk
w2k

c¢) On pose w = e et pour tout k € Z, U = ) ,ou w désigne le conjugué de w.

—nk
w n
Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy est un vecteur propre de G associé a une valeur propre

«y, a déterminer.



3.

Soit M = (mr1);<p 1<, de M, (C), telle que my; = o™ Onnote M = (m ki)i<ki<n> OU T gy est le

conjugué de my, ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M1

bo b1 ... b b1
by by
Soit (bo, bi,..., bn—l) cChet H =
bn—2 bn—l
bn—l bn—2 ce. bl bO

a) Montrer que H est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de H et une base de C™ formée de vecteurs propres de H.

Partie 5 : La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel des
matrices nilpotentes

On note 7T le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée

seulement par des 0 . On désigne par S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par N 1’ensemble

des matrices nilpotentes de M,,(R).

1.

2.

Déterminer la dimension de 7.
Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

Montrer que M,(R)= S,(R)® T.

Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) > ”("271). Montrer que
dim ( S,(R) N F) > 0.

En déduire la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N .

- FIN DE L’EPREUVE -



CORRECTION

Exercice

On désigne par M3(R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 3. On note B = (e, e, €3) a base

canonique de R? et par I3 la matrice unité de M3(R). On considére dans M3(R) les matrices suivantes:

1 3 -1 1 1 0 2 2 2 =2
Azi -2 2 2 |, P=]121 -1 et Q = -3 -1 5
-1 -1 5 11 1 1 -1 1

1. a) Vérifier que PQ = 4l3.

S Vst ,g/ailn Jos Ca lels.

1. a) Vérifier que PQ = 4I;.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P~1.

(Ome P. (1 Q) -T,

[ S = L R —
Wt P et inolle , ol o r ﬁ‘JT—Q ===
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2. On considére les vecteurs suivants :

0 2
u= 2 V= 1 et w = -1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre 3 dont on

précisera sa valeur.
Z) o)
[L)l/j_ %‘?’h\ﬂf /?M ¢ A U =U

,\74/&{5 ATV [ /% fﬂ@]‘\hc dc A ,ﬁ/xSOCfc,/ AR

Wﬁ A=A

2. On considére les vecteurs suivants :

0 2
U= 2 v = 1 et w = -1
1 1

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre « correspondante.
b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés a la méme valeur propre S dont on

précisera sa valeur.

(On Jrave gue A= ¥ A AWV
@;ﬁ: o b gk ﬂ)&fx (L] 7‘\/197/0 Ole A , MOC) S Q /(,0

VY\C/\‘KI\L \M/{M’v M/‘)e /?;:2_,
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2. On considere les vecteurs suivants :

-(i-(3)-[)

a) Montrer que u est un vecteur propre de la matrice A dont on précisera la valeur propre a correspondante.

b) Montrer que v et w sont deux vecteurs propres de la matrice A associés i la méme valeur propre /3 dont on

précisera sa valeur.

c) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D & préciser telle que A = PDP-1,
2)¢) | -
SEWL /F %///%?) jlww%mf &mm?wwﬁ- cK0Ge 4 /4 ,
, 3
O"G A—:’hé%/{) )‘ 8-—: {e_{,{(sz‘s) f/’LﬁIY?L /( Ag—aﬁ( Cfnﬁnl?hf d( [R .

A= 1 .
Ch oo u:(j_) | & oy j(&;):&/w\ Ex= (1121) €R

£
4

=

\ o\ <
@f h’\;mc; & A\Qf, S M’AW-;ZY\/(B’M\/Q: j_\/\/\]: 4
4 4

olba fl8).26, diffe) 26, ot E_foput) ,Exxlt, 22

(Dr\é AT

’{(EL)ZEL 6;4(//!2,4)
{(&) :ZEZ L (S,\_;{o[/[,//\
{/53) =2&s 53:[{/,=¢r1>
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1,

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

(Ove ATy # PP 2T, 9 - T,
g AP P
Hotedid”

e ——
391\—/- n(’/\ﬁ

&Wol%{ ?M /4“1 f)@n P._L% \%’ ?M AHHZ P@w ]DHL
(Ohe A _ 4" A
_ ?@”w@ oz //\0,1 luygothtc Ol reecurnce)

= 10@”-@ p-!

_ Ppte
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1!,

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

(S D= g l127) - (5 <) O

1
= ey D - g 412, 2 (Ozh .
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3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c) En déduire pour tout entier naturel n, I'expression de A™ en fonction de n sous forme d'un tableau.

St néth, (Qne A" PD P

i o 2 1+ O
) 4!
QV\‘ F‘: 2 1z - ‘2 KD — < "
42 4 1 O <
A
(e Pt 2 7
H 4 _4 A
/OJ/M a7€/~,c§ C{/&Jﬁ @
" /
ntt
2 nt-1 2, 2 2
¥nein', A= Z | = ) ,
1 -z A=A ox¥-L
Fin Exercice
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CORRECTION

Probleme

Dans tout le probleme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et par L(F)

le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note M, (K) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n

a coefficients dans K, GL, (K) le groupe des matrices inversibles de M,,(K) et I, la matrice unité de M, (K). Pour

f € L(E), on note f° = idg et pour tout entier naturel k, f**' = f¥o f ol idp désigne 'application identité de
E. On note xs(X) = det(X idg — f) le polynéme caractéristique de f et on rappelle que x7(f) = 0 ou 0 désigne
I’application nulle de FE.

Pour une matrice M € M,,(K), on pourra introduire le polyndéme caractéristique de M défini par y;(X) = det (X1, — M).
On dit que f est un endomorphisme nilpotent s’il existe un entier naturel non nul p tel que f? = 0, le plus petit entier

naturel non nul p vérifiant cette propriété est appelé indice de nilpotence de f.

Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N}, = Ker (f*) et Z = Im (f*).

1. Montrer que la suite (Nz ),y €st croissante et que la suite (Zy),,, est décroissante pour I'inclusion.
D () Lo Grogsande ?
l
St bgi. Modso G MG Vidy

Sot 2¢ £ ,
we i = e bl

> =
= jz‘h—i Ao
= f)t@/;e//f{w)
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, Ny = Ker (f*) et Z; = Im (f*).

1. Montrer que la suite (Ni),¢, est croissante et que la suite (Zy),,, est décroissante pour I'inclusion.

2. En déduire que (dimNy),,, est une suite croissante d’entiers naturels.

OM : %7%#//\(/ 1/1//( C”Z%
b (phen, dofhf) < 5 ()
S edibe (dinlUE)) v ke Gt LR

e

(’\7’7/\ ,QMI : Vﬂé"\f/ diﬁﬂfq/’/ﬂl) 6//\/)
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N}, = Ker (f’“) et 7, = Im (fk)

1. Montrer que la suite (N), ), est croissante et que la suite (Zy), ., est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dim N} ), ,, est une suite croissante d’entiers naturels.

3. Justifier I'existence d'un plus petit entier naturel g tel que N = N 4.
~M A strke d- éusﬁ/{fk Auc ['morld xﬁéw//\fﬂ:/\fhﬁ] Admet Un
7»/@ fle‘ﬁ}l ;lﬂ/ﬂm‘f‘ .

Doun Cele 1 ik e motred” A W”‘/ / "Qﬂ"/@z} et Une ponbe
Vign e d( IN .

/zﬁﬁmj
7—\9«4}1: fﬂhﬁc nom Wede de IN pudh’](—‘)- N 77/@ 7@{1/—
é’c/mm% ,

(R%\%h\%} yhad Dlebsund ¢ J'Aﬁt&oe«u .({)m %&HN/%:)\LA: g’)
Aho o (¥eaw, ™ EN,, )
= O/'L&QN/ d“}‘{/\/ﬂ) <d’“"‘{Nﬁ+l)) GN@]@»(%)é din\f{H‘))

= (W;GN, di (NG, _dwly) > 1 >
Cer @w? (Ndﬂﬂ) _dm//\[L)> ¥ AVA

-1 M-
Swt nenv, Z(d“‘" (N —d"‘“(l\rkD /) Z 1
%=5

= de(%) _ojw/No)hh
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Soit f € L(FE), on note pour tout entier naturel k, N} = Ker (f") et Iy, = Im (f")

1. Montrer que la suite (N3 )., est croissante et que la suite (Z), ., est décroissante pour l'inclusion.
2. En déduire que (dimNj),,, est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier 'existence d’un plus petit entier naturel ¢ tel que Ny = N 4.

4. Montrer que Z, = Zg4,.

(Oye ;T%C—[? @//[/m 1)
Aha P merks ue T, Sy L sdfoe de monder Gine din(L,)- Qlin (L)
Depew Lo thistene du ning apliand 8 {1 gra
i (facf ?) ¢ die(Tond 1) _ dimE
Cl i [/\@ +a’n‘m(1‘q) _Jim £,

(Ot i (V) din(L,) ~ImE

ZD!SQ i [N,?) +O’Iﬁ/\(fq) = (‘W" (Nfﬂ) t i [I?*’)

(e No ol aher diolTg) - din(To,y
CaFp

[
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (f*) et Zx = Im (f*).
1. Montrer que la suite (Ni )., est croissante et que la suite (Zy), ., est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dim N} ), ), est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier l'existence d’un plus petit entier naturel ¢ tel que N, = Nj41.
4. Montrer que Z, = Z,4,.

5. Montrer que Ny ®Z, = E,
/Oha dt«i f\f? +0’w~I?f c{w‘w/I%/?)Jr A/W/écr/ﬁj - (?lth}v.[::
d!% b thban  dysang.
Sl L rete & ok que Ny (1T, o).
Sot-ahs e Vo () Tqo Mockes Gec =0
9/1)—0
AeNg )T, gj =
=g = JteF, d={q/£)
9
= f /’t) :Oi7
= ke bdf") .

Mk ke pt s ;(V&7/Cf,/\/&jf\fq)

- Guason fah FeurteaCe dun JQ;?.

Tushoclasdin + P bog 5 ot Edod-.

Hoéd it

Swttky 9. 5075/0;9«4/ e Ny = /\/? de el Gue Ny =
(One Ny CNyyy Cor (NG, Grrisacte

[oackinl - Que A CNy.
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Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N = Ker (f*) et Z;, = Im (f*).

1. Montrer que la suite (Ni),o,, est croissante et que la suite (Zy), ., est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dimN}), ), est une suite croissante d’entiers naturels.

3. Justifier 'existence d’un plus petit entier naturel g tel que N, = Ny41.

4. Montrer que 7, = Zj4;.

5. Montrer que N, &7, = E,

6. On considere pour tout entier naturel k, ¢ la restriction de f a T.

a) Montrer que dimZ; — dimZy4; = dim (Ker(f ) N Zy).

(he JiE5E ¢« L,CE %
Lo nestniCpon e & Ty sk o
\
L(l;\; Ly & %

>l ) =) ‘5;

e, N\
’an%\, k{ﬁéz(l‘kl E)

&
%
V7Q1—ﬂf \pg_(”l) :{('x) %‘,
o
&
S/

@/%4\, /@é/mc/ﬁmf A)Iu ﬁwn} aﬁhgm/ /@Q&L b

i (ke f7) 4+ Ain(Ton(y)) =i (7;:,@)
%, sy bt A 4y
@ Tnfy) =340 /1c1h ‘?\Q}
BF VAN ) g‘x,
3 (1 w) /EeE %

@,
-3 {Hp /e Ey Qs
>
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Soit f € L(FE), on note pour tout entier naturel k, N = Ker (f") et I = Im (fk)

1.

2.

3.

Montrer que la suite (N3 ), est croissante et que la suite (Zy), ), est décroissante pour I'inclusion.
En déduire que (dimN}), ., est une suite croissante d’entiers naturels.

Justifier I'existence d’un plus petit entier naturel ¢ tel que Ny = N 41.

Montrer que Z, = Zy4;.

Montrer que N; & Z, = E,

On considére pour tout entier naturel k, ¢y la restriction de f a 7.

a) Montrer que dimZ; — dimZy,, = dim (Ker(f ) N Zy).

b) En déduire que la suite (dimNj4; — dim Ny ), oy, est décroissante.

Oect e, F A" ne de mpatnon e

(b )l

(it My ,dmmﬂ)), (o ook N) Lo ?

(e 11 adwmﬂ)),( ) o ,@ -
)

(e () (i ) ) = (T o)

_—YY — 7 vV

L _.,O/W;/Mnii) L :olwﬁ/ﬁe/g/)l:é>

= die (b | NI, ) _d (fery N T,) £ ©

Cor (bork 172)C (bef O [l 19)

Fin Partie 1
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Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

s A . . v n
Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I’endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E=C )
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*1").

(Ona e 2(E) .
Vi Tm(o) o E o & resprichin de 1”@ Ll ")
A ) = 1> ()

Tuld) = v /e Tnl 7§
T A—
S () /S
=)L) [he £l
)

|
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé¢ a U. (E = @’ )
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® & Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*77).

b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).

(Ona e 2AE) .
Vo IW\/U&) Y =) 1/& reSrachim e u & IM/’-/)‘) -
A V() = LI ()

kailey = Yxe Tl 7/ HD =0
-} e Tl 073/ U) =08
- Tl / kel 79
= Tl b vY)
C tely)
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E' canoniquement associé¢ a U. (E = EHR))
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

/D’\ & € X{IM/UA),E) :
«940/5/!%941 A b Lhesceme du heng e
i [Irh/m)) _ o (Ber i) + dise (Ton[))
&
B A R 7
L% dfm% fre,,(wm

v o
Nb) — i (ﬁc//v)) £ diva/ter(v9)) a dl}b(fr

NE) = o (Im(v)) _ dm(l‘m/()“*s))

2’%: 4 thlsctmeda mang e
dvin (Zm[1/4)) =1 _ i (ber( M)
Ao (T () =0 =i (0™
2
/n_/dm /ﬁe//u")) £ dm/éicr/ug)) +m{o|m[£€f/\fh+5))

M

Dp. | dim (Ker (u+*)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*))

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I"'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* & Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*1").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
¢) Montrer que dim (Ker (u"*)) < dim (Ker (u")) 4+ dim (Ker (u*)).

D B - '
Tt P Hecuhnce dm L€ N,
Tritialisetion ¢ Fpr A-o.
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).

b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).

c¢) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u?)).
d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (u*)) < 1.

2. On suppose de plus que U™ = 0.

a8

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 <1i < n,dim (Ker (ui))

NModtou Pl HeCutonte Gme
(V 144w, dm/éer/u*)) = A )

Lk aly edim CDWQ%:n.
/Dh A A?fm[ée//x&h)) _ d:h/@/o\) CMV,:\O Cor UV\:o>
= O/M:\ /‘k/) (ﬁc//o)::ﬁ)

— @

Hoédibe”
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\SM’ LA Ln,
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(O a dea alin {éer/u"‘")) £ a1 ,d’cfw‘a Nd)
Moty &3 Gt o (ﬁer/u’”)) REE
One ol helv®)) —dafler %)

£ i /éa//u”)) L e (BeclV))
N dlgms 1) C)
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u I'endomorphisme de E' canoniquement associé a U. (E = c")
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u**7).
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).
c) Montrer que dim (Ker (u""%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u®)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (u')) < i.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u*)) = i.

B Montrer quo (ST
I alaph de moder e (W =0 & M”‘ifeo)
(On o "o Cor LI"_ o
G e i [l (07) s (Al D)
—=> diafted 7)) 4 di E
= el 0" FE

=> V" =* =0 Repe/

[ St Z@%/E)
éﬂ///)sgfﬁgso
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u l'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c” )
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* a Tm (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u®*7").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u?®).
c¢) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Kcr ( )) <.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u')) = i.
b) Montrer que U'indice de nilpotence de u est égal a n.

c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que B, = (e,u(e),...,u""'(e)) soit une base de E.
(Un g J/L”J'#o /a/ﬂfJ .’[9@@{, Uh_l/e)#:o)_

Modomy gue B, —(evl), -, U™ ) @ Um bate A
(O e Cond (Be) — dile) (n)

Ay L andft de meces Gue B, it Lk
Soted—afory ) )‘h_} c @ Helr g WZJ/\. Ue) =
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(One A€+ n, vle) +-- + N, U (6 —o )
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u 'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E=C" )
1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u® & Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u*").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u?).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel i, dim (Ker (ui)) < %:
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 < i < n,dim (Ker (u")) = i.
b) Montrer que 'indice de nilpotence de u est égal a n.
c) En déduire qu'il existe un vecteur e de E tel que B, = (e, u(e),...,u""(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

U(ﬂ) U/U{QD o U ¥ U(UWZ:)\) U(UM(;}
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Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u 'endomorphisme de E canoniquement associé a U. (E = c" )

1. Soient r et s deux entiers naturels et v la restriction de u* a Im (u").
a) Vérifier que Im(v) = Im (u®*").

b) Montrer que Ker(v) C Ker (u*).

¢) Montrer que dim (Ker (u"%)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel ¢, dim (Ker (ui)) < 1.

2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier 7 tel que 1 <7 < n,dim (Ker (ui)) = 1.
b) Montrer que I'indice de nilpotence de u est égal a n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que B. = (e, u(e),...,u""*(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B,.

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.

Stisk 1] ok 1S ooy maicer vilpohunter de M,1E) ) dh rerg (-2).
Mo A Lk 1) dont Amzo/?/és.
K efant //mdma?ln"om Canw?wmw% aocid o U,%Be_ Ja bate
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Fin Partie 2
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Partie 3 : Réduction d’un endomorphisme particulier

Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(F) vérifiant (idE, R f"_l) est libre.

p 9
On considere x¢(X) = ] (X — Ax)™"* le polyndéme caractéristique x5 de f, ot Ay,..., A, sont les valeurs propres
k=1

distinctes de f de multiplicités respectives m;,...,m,,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fy, = Ker ((f — Agidg)"™*)

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}, est stable par f.

Sek 1LLAP . W e Que [y st s fl, 7«%%‘
(D s (-, w/é)m’“ e lporiert-,
@:9»\( ﬁ&r [{,)\i}d&_)mﬁ IR N 1e ﬁah;g’

CadFw spage gos .
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, j f”_l) est libre.

P
On considére x(X) = ] (X — Ax)™ le polyndme caractéristique x5 de f, ou Ay,..., A, sont les valeurs propres

distinctes de f de multipﬁcités respectives mq, ..., my,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\pidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k£ tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel Fj, est stable par f.

2. Montrerque E=F, ®...® F).

E o tec(9)
— fern (j@m)) (C»ﬁ/eg_Hm/#m)
= ﬁq ( (ﬁ — AALJE)M:” (/7* Af’uf)mr)
= ﬁv/{_)g Ab}g)wd@ o @ ﬁq[jﬁ)rjdg)mf , o)l;/a(!i te Mhéscone e

Ma

A/g%gg'%;\ ol H&/(]MX N ,qm [es /)0/7”314,“.5 (X—Ai) e, {X._)P)“"f

A ,O/f/wx & -c!twy ’,\hfm'nf{ #“7(& g,

Dl
“w. E=F&...0F,
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, f,..., f""') est libre.
P
On considére xr(X) = [] (X — Ax)™ le polynéme caractéristique xy de f, olt Ay,..., A, sont les valeurs propres
k=1

distinctes de f de multipl?cités respectives my, ..., my.
Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\kidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}, est stable par f.
2. Montrerque E=F1&...® F;.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considere I'endomorphisme ;. de Fj tel que, pour tout z € Fj,
or(T) = f(x) — Arz.

a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, @} est un endomorphisme nilpotent de Fj.

Swt 144 p
Sed jﬂ_e%(ﬂ) ) ‘EIM’\W\MFLAMC XN\,O,W'(’ /’V\Qf\l,‘g Ay F‘;‘ (Fd Gk Sjlﬁ'[\[{?m%>»

(In q k@L@ %(FA) o Quae ( V’”@FL; \Q(?‘) = ﬂh)’)kfﬂ
=7 Yk, by = (j;)&fw) )(u)

A
=7 Q@\ = %ﬁ: >‘f«< i"lr_&

% "2
o= e (-0, i)™ o YR, @?%m/g) () —o

i
_: — ), d \ K

"
:> ke& =

@/M L(é et M/ngf/;%hqe N}Fofm‘f ale Fk\
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(E) vérifiant (idg, f, ..., [ est libre.

p
On considére x¢(X) = H (X — Ax)™* le polynéme caractéristique x5 de f, ot A1,..., A, sont les valeurs propres

distinctes de [ de IIlultlpllClth respectives myq, ..., My.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — M\pidg)™")
1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}, est stable par f.
2. Montrerque E=F, & ... D F;.

3. Pour tout entier k£ tel que 1 < k < p, on considére 'endomorphisme ¢y de Fj. tel que, pour tout =z € Fy,

er(x) = f(x) — Ak
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.

b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de Fj.

L

Sik 18t Que U™ co i @{L_k 1o] h o
2 7@(@ SN
Fir nrke Ny ek //uw;gﬁm & ar pees e {k.
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, f,..., f*~') est libre.
P
On considere x¢(X) = [] (X — Ax)™ le polynome caractéristique ys de f, olt Ay,..., A\, sont les valeurs propres

distinctes de f de multiplicités respectives my,...,m,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\gidg)™)
1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}. est stable par f.

2. Montrer que E = F\ & ... ® F),.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considere 'endomorphisme ;. de Fj. tel que, pour tout x € Fj,
er(z) = f(x) — Ae.
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de Fj.

c) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, 'indice de nilpotence de ¢y, est my.
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Dans cette partie K = C. Soit f un élément de L(F) vérifiant (idE i e s f"_l) est libre.
P

On considére xs(X) = H (X — Ax)™ le polynéme caractéristique x; de f, ot Aq,..., A, sont les valeurs propres

distinctes de f de mult1p11c1te&, respectives my, ..., my,.
Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\pidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}. est stable par f.
2. Montrerque E=F, &...8 F,.

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considére 'endomorphisme ¢; de Fj, tel que, pour tout x € Fy,

er(z) = fz) — M.

a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de F}.

c) Montrer que, pour tout entier k£ tel que 1 < k < p, 'indice de nilpotence de ¢y est my.

4. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que chaque bloc

[ 0 ... ... 0 )
. .
est une matrice de M,,, (C) de la forme A; = 0
. 0
\ 0 0 1 A )
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Partie 4: Cycles

Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s’il existe xg de E vérifiant les conditions :

e f?(x0) = wo.

. (J:U, Filtays o (:vu)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (:r;n, f(zo)..., P! (:m)) est un p— cycle de f.
1. Soit (;1:0, f(xo),...., frt (.’L‘())) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP = idg.
: Pt id. Gucidet ¢ doms ta ectons d¢ L
M Am ik de wotre G ;g b . Wl e Vet ¢

/féhrv;//( f?{:/t(jtﬁ‘)"}‘lfCe {70/ 1[—)%)1 4 “é'ii[yo\).
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- {4 (c« N
=1d_ (f"/%\)
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s’ existe zy de E vérifiant les conditions :

o fP (ﬂf{)) = Ig.

. (35(), f(zo),..., P! (IE(])) est une famille génératrice de £ dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zo, f (zq) ..., f?~' (zq)) est un p— cycle de f.
1. Soit (xo, f (o), .-, [P~ (z0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que f? = idg.

b) Montrer que I'ensemble F, = {k € N* | (zo, f (z0),-.., f* 1 (z0)) est une famille libre} admet un maximum

noté ~.
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s'il existe xy de F vérifiant les conditions :
o fP(x9) = xp.

° (:1:(,, f(zo),..., e (.’L‘U)) est une famille génératrice de F dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zo, f (z0) ..., f*~! (z0)) est un p— cycle de f.
1. Soit (2o, f(%0)s-- - S (20)) un p— cycle de f.

a) Montrer que [P = idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k € N* | (z0, f (2¢),..., f¥"1(xp)) est une famille libre} admet un maximum
noté .
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >~ ,  f* (z0) € Vect (zq. f (z0) ..., f7 1 (zo)).

(Or s A cmen {5} =men Gen/ (y o { o ) 1t A}
A o Plor o, o ) et L
NS Y o o) f ) 1 Ll (D)

/\M«Mtﬂé/l/"‘_’ Wlfn;an.ﬁuf‘M he/c,u/\er /Cfuu g

, y
o oy el oy f )

Twdialilatarr ?MA 4\:’7/
Mode W/ I/
P 7\Mt f Mo )€ \ﬂzcﬁ[ﬂo/ﬂ%){u,,{{—n{,}) :
(Du C Y“Fﬂ?y Ci’{mf! (’Mp,f/[’)\ﬂ(w"/ ,7)/('%') f%/aét/rd{‘f/w @
= 3 0{9,-.~/ol7, €<, g s moU!ch/ e

Y 4
‘7(01‘01" EE Tﬁz’y_j-{ /v’o)‘f'dyj ')/'o):,()
0, N : Y-~
S 0{7/ F0 , CamAinen, Am oual7 ok doma+t--+d7_d;( () =0

—L
@M &%77 : 01(0 = = o0 I OL\/H/.Lf;O ((5/ (’7{0/« -7 z‘y/“na)) (,%Mr{ :
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s'il existe xy de E vérifiant les conditions :

L] fp (:17[)) = Ip.

- (x(,. oo vy fO (a:[,)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (:m), fxo)..., fP1! (.1.'())) est un p— cycle de f.
1. Soit (x(). Flzo),. ..., fr-i (;1:0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP =idg.

b) Montrer que I'ensemble F,,, = {k € N* | (m(,. flxo),. .., 51 (m(})) est une famille libre} admet un maximum

noté .

c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >~ ,  f* (zy) € Vect (2o, f (z0),..., 7 (20)).

ii) Montrer que v = n.

(I o VYigy, {Twc SecH(o, ) - {%})
= Yhen, {é(%) € eck(vo ffn) - ﬂfnﬁ;)
=r V04 {p-1, j{'hh) € ek (o, ffn) 1 -, f@l))
4 fuio G te s { o), .--,gf"*—,%)) tt-tme ol ?«Q&GJM dele
Al Ve , e ecH(o, ffn) - 44/7;;;))
Do Aide (o {foa), ., 37"7%)) (st v1efaslle Guiehie Se £
(U (i, 1b), .--,gfy}j)) e Aibee .
Al s 4wy, “_K{Y"im)) At e bae ok £
D e = Y (#~ cardinel)
C'ad Y = v

[l
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Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre un entier naturel non

nul p s’il existe xy de E vérifiant les conditions :

e fP(x0) = xo.

. (.r(), fleg) sus ca J2 (1‘0)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (zq, f (z0)..., -1 (z0)) est un p— cycle de f.
1. Soit (I(],f (Zo) it i frt (:EU)) un p— cycle de f.

a) Montrer que f? = idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k € N* | (20, f (z0),..., f* " (20)) est une famille libre} admet un maximum
noté +.
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k > v, f*(zy) € Vect (33(), Tlea) ss o T (1:0)).

ii) Montrer que v = n.

iii) Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.

(Ow/a gf;s,‘p/k, Q/,_(_{ ()(r__i) (il Gu Pa(ym)ﬂw;( 4”'4!//07‘%/7 el j{
D 7h ) /X1y

%(f Vel u; fmsf,;u e # Nod- €xechemvl o8 FeCines Ade 772()().

/\)h ()(Fﬁd) (¢ Acwd ,O[m; @ e o' Yoy A‘%U :
de/MJ Wg()() (< auy~ Acind 10[@4! Q) “4 a Fcome Wy .

‘Q)M [9441: / /(4 V\W!ﬂo’c dr/ '\QG(M (3] df{ (s 6{%6’ o V!leurt ,dej
MG Cind d*—T{[){) ( 4% (%4 /Jeg(TQ(KD g

N ofpms o):o}c%(m/[ﬁ))
/Oh A d’ﬁéuo} O/éin / Car 7%()() /)%[X) ot G’%(X;//ﬂ) =n.
M oneons qes d=w:
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o
0“‘ W‘T{[X\_‘ﬁ'fﬁ‘[_)‘(“{- Tﬂd XO/ _/_)< l""a"/ ,/'-c([:-

T ) =0 = by ey {4+, +§
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B 2. Soit B;, = (0, f (o) ---- - , f" ! (z0)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B,, est une base de E.

& (B y _ di ()

/
@M g el Unce bqgw /-!g L .
RE

]
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2. Soit By, = (zo, f (x0) ... ... , f" 1 (z0)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B,, est une base de E.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base B, .

(o) frr)— L)

I Y O -~ 0 a1

ft) 1 L 1
W)[‘)[M/) — . 0 \ { O
B ’ w ( ( ¢
2, : P 1 . o) t
-2 ¢ \ \_— : (
ha) O \\ Q N O O

Tt \

0. - -9 1 o

fﬂF"O) =¥
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Soit By, = (zo, f (%0) ... ... , 1 (x0)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B,, est une base de E.

b) Déterminer la matrice G de I'endomorphisme f dans la base B, .

Fk
—2k
e w
c) On posew = et et pour tout k € Z, U = , oit w désigne le conjugué de w.

w—nk

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy, est un vecteur propre de GG associ¢ a une valeur propre
oy, a déterminer.

Swut 14 Ln

18

2
@g’)[g/wnlh\%s c(t‘_é G: 1[&/ CfuM Ga UﬂL - dh L{f& W= e
v
0'0\:*‘01 EA v —w
N 2 —
G(U 4 — < 7N
L = b .
\ NV :
N
",4 ‘O _[;\J_‘Wi
—k
—le —k 2k ( w \
e
B U = ,
\ @
__n’k+fé
U_J.zk s
__ -k e
— o -
w i )
v w =4=14
-k 44 .
W) W= W
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— kA —32k
w) U, — w'
,L\ _‘_.Zé b /! :
— = w —h —nk
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8. Soit M = (mki1);<j <, de My(C), telle que myy = @*. Onnote M = (M k1);<pjcn> OU Ty est le

conjugué de my, ;.

a) Calculer M M .

Seek Aiefan]. Que:

( 4 ZMM'P%‘ (M(,L;M __‘J%ZF:W?}:W%)

2 t 0
:§ CJ% od% (%a "—\):i _L\]—i)
=
;ZM S
T=1
2 W%LU'J’Q
te=4
(7). = = &)
L i,
C% 1 A '()ﬂﬂ
M__ n
( M)/U fZ 1 = n
l=t
Cm;)/ % a%f
(7)== &)
4 /)
94

B = —nadg-L{n-s

SO
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(e oy q=L dnoa ok =0 4o
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. Soit M = (my,),<p <, de My(C), telle que my,; = w*, Onnote M = (m k) 1<k i<ns OO Ty est le

conjugué de my ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M1

(On e MSA _nL

Il / [ g
D’ |11 et imvate (cid MeGL(Q))

/7

f/('/?wi /\/l_iu:»—i:— M

V1
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4.

( bo  bn-1 b by \
by B bo
Soit (bo, by, - - ., bn_1) € C" et H = :
bn_g bn—l
\ buot bu—z ... by by )

a) Montrer que H est diagonalisable.

b Q 0 191 O b 9
\- b\\Q ‘0'\ -zb-i
GE Q = i, S t B, . 4+ ©0 00 ¥
g5 & 2
o Q | SN Q"IOZD‘O

al

¢= Q a 1 Q 19
] N\ % ]
HA A e B e NS e
> Q Sts
4. Q%200

:GZHH/L

-z 2,
I O Y S

n-1

He > b, G

ko
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[ by by by by )
b o bo
4. Soit (bo,b1,...,0p—1) € C" et H = .
bn—_2 br_1
\ bn_1 bu_2 ... b by )

a) Montrer que H est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de H et une base de C" formée de vecteurs propres de H.
Vi1 ,
/Dn A /_‘/ — F({LZ Eﬂ\@é>;} /tﬂ'"l /D:dfa@fag, w-,o(h)
N M-
H=F . Qo). P . &(x):%%xe

O\(TD - Z bﬁ /D& r fDﬂ :drﬁg ("(fi =t df)

L-o

ot : le t
= Z IO%L d‘“ﬁ (0(4 =% )
Ih=o

i,é;-dmﬁ(%*fr“'%#})
leo

n=1 n-4L {
:0’(@&<Z LZ "{f ) o /Z_Ig&dv )

7 b

Q (D) = iag (Q(ad) ey Q)
H- F .Q). P~

@{@w /{LJ ilihs fVW?‘v‘\tj ol H osk @(Oli)) v s \Q(o’m\
pOQU) < F by X
T=o

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



/jDW Uk ¢ LJ‘?.(( ,C{{ Vet ens fv‘w?)(eg =

[ e [lﬂé.éém GTUL:“ZALQJ

= (F14edn QlG). L= Quyy. L)

l_? _:.‘/—}

=, (If//éﬁém, H.U{t = 6{(@)-’—%)

(Lpy o U) (b 0ne boas e Vel Py de
I . Iﬁé A
QDBA& f U,L-j o W= € !
vt
W

Fin Partie 4
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Partie 5 : La dimension maximale d’un sous-espace vectoriel des
matrices nilpotentes

On note T le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par N D'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.

A - Z /440 £1a

1L

— - V)'—’” 4 w7,
( ) c¥lr md 'Otl{ OIL T / A gﬁ/{' G eltm F/_
1 e .

14’“4’0&/1

Lo o | i (7)) 201

2
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On note 7 le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S,(R) I'’ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par A Densemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

\Sﬂ;’(“ /4 Une M ekt wlr,o-[m.lt

Oy

A st Frigmalioalle v balor fopi_o.

/4 sk /JUM’/GM( A Une \rn&alﬂ'(a f‘)lfm'm?p),c\?e Am/}x//iwe A

A Ne GM‘J‘LQ\/(" C"W\) A Q’\—“?,)W\]{ /Crwt O

Aba Ae T
=
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On note 7 le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) et par N D'ensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7T.

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

3. Montrer que M,(R)= S,(R)@ T.

) PR =l (Sl -l (T)-
e MR = v

v S, (IR) = Wt
2

dm[f) = ﬂi’*_"'
2.

Do diia MCR) < i (SO0 + dia (T)

W) SRy T=3Y 7
St Ae SurYNT . M Gue A —o

AcT 27%“@[1@'% - A= 3%
3014>9 , A"'ﬂ =0

AES(IRY = Yicje (1], ’4'*3' -

— © (Ca/j>d
Abhg (\1 Ve EN B A"a' :0)
7

D R it g [P0E) S0 @ T
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On note 7T le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par A’ DIensemble

des matrices nilpotentes de M, (R).

1. Déterminer la dimension de 7.
2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

3. Montrer que M,(R)= S,(R)& T.

n(n—1)

5— . Montrer que

4. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) >
dim( §,(R)N F) > 0.

F JATAY )d1 ’IY[VI“K3
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On note 7 le sous-espace vectoriel de M, (R) des matrices triangulaires supérieures dont la diagonale est composée
seulement par des 0 . On désigne par S,(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) et par N l'ensemble

des matrices nilpotentes de M,,(R).
win-1)
2

2. Montrer que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice appartenant a 7.

1. Déterminer la dimension de 7. —

3. Montrer que M, (R)= S,(R)& T.

n(n—1)
2

4. Soit F un sous-espace vectoriel de M, (R) contenu dans N telle que dim(F) > . Montrer que

dim ( S,(R) N F) > 0.

5. En déduire la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) contenu dans N

ﬁ 1\ B h( Q
At de ML CIR) ' J’fgwifw %t O/M(FJ < ng—i)
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; / . P . o n (n-1)
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Fin Partie 5
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