Deuxiéme probléme

I. Etude d’une symeétrie

CORRECTION

/ i
11) a) Soient (a,b,c,d,a’,b’,c’,d’)E(Cspuislz\:{ZL Z}etA’:[g, 2,].801‘5 (A, A)) € C2.
s [ AEND —(AbAB) ] L[ d b T a v o
G(?\A-i—?\A)—[_(}\CJr)\,C,) VAN ES Y R B U B VRV B L VRS YY)
Donc
o€ L(My(C)).
Soit(a,b,c,d)E(C“puisA_{a b}.
c d
d -b a b
oo & ][ 2)n

Donc 02 = Idm, (c)- Ainsi, o est une involution linéaire de ’espace vectoriel M;(C) et donc

0 est une symétrie du C-espace vectoriel M;(C).

b) On a dégja card((L,],K,L)) =4 = dim(M3(C)) < +oco0. Pour montrer que la famille (I,]J,K,L) est une base de M;(C),

il suffit de montrer que la famille (I, ], K, L) est libre.
Soit (a,b,c,d) € C*.

1 0 0o -1 0 i -1 0 0 0
a1+b]+cK+dL_o;\a[o ]]+b[1 0 ]Jrc[i o}*d[ 0 i]_[o o]
a+id=0
a—id —-b+ic | |0 0 a—1id =0
é{bJric a+id}_[0 o];\ b+ic=0
—b+ic=0
(a4+1id)+ (a—1id) =0 2a=0
(a+id) — (a—id) =0 2id =0
7Y (b+ic)+(—btic)=0 ) 2ic=0
(b+1ic)—(=b+1ic) =0 2b =0
=a=b=c=d=0.
Ainsi, la famille (I,],K,L) est libre et donc
la famille (I,],K,L) est une base de M, (C).
Ensuite o(I) =1, o(J) = —J, o(K) = —K et o(L) = —L. Donc
Mat(y y k,1)(0) = diag(1,—1,—1,—1).
. ’ ;o ’ 8 . a b CL/ b’
12) a) Soient (a,b,c,d,a’,b’,c’,d’) € C® puis A = c d et B = Y . Alors
[ a v d -b] [ dd’+cb’ —bd' —ab’
G(B)G(A)_[c’ a’ }X[c a }_[dc’ca’ bc’—l—aa’]
5 aa’+bc’ ab’+bd’ o[l b o a’ b’
o ca’+dc’ cb’+dd’ o c d [
= o(AB)
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V(A,B) € (M2(C))?, o(AB) = o(B)a(A).

b) Soit (a,b,c,d) € C* et A = { ‘Cl g].

Aa(A):[ZL g}x[dc ab}:[“dobc adobc}:(ad—bc)lzdet(A)I.

VA € M,(C), Ac(A) = det(A)L

c) Si A est inversible, on a det(A) # 0 et donc, d’apreés la question b),

1
<—det(A)A> o(A) =1
: 1

On en déduit que o(A) est inversible & gauche et donc inversible. De plus, (o(A))™' = Tt (A A
e
Ensuite, d’apreés a),
oA o(A) =c(AA ) =0o(]) =L
On en déduit que 6(A~') = (o(A))~'. Finalement,
1
A € GL A L t (6(A) T =0(A7) = :
YA € GL(C). 6(A) € GLy(C) et (o[A]) ! =0(A~") = 1o

13) a) Soient (a,b,c,d,a’,b’,c’,d’) € C* puisA—{g a

TAA+ANA) = Aa+ANa )+ Ad+Ad)=Aa+d)+A(a"+d) =At(A) + A'T(A).

li /
} et A/ = { (Cl, 3, ] et soit (A, A/) € C2.

Donc

T est une forme linéaire sur M;(C).
b) Soit (a,b,c,d) € C* puis A = [

A+G(A):[ —c a 0 a+d

Z]+[d b];[“*‘i 0 ]:(a+d)1=T(A)I.

Ainsi,

VA € M;(C), o(A) =—-A+T(A)L

II. Une R-algébre célébre : 1’algébre des quaternions

14) a) e Existence. Soit (z1,z2) € C?. Posons z; = « —1d et z; = B + 1y ol «, B, v et & sont quatre réels.

| =10 —B+iy
M(Z"ZZ)_[ﬁﬂy oc—l—ié}

10 0 i 0 —1 i 0
=g Ve[S o[V s[04
= ol + BJ +vK + 5L

Donc tout élément de H est une combinaison linéaire de I, ], K et L.
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e Unicité. D’aprés la question 12)b), la famille (I,], K, L) est une base du C-espace vectoriel M;(C). En particulier, si «,
B,v, 5, o, B, v’ et 6’ sont 8 réels tels que xl + B] + YK+ 0L =a&'I+B'J+yv'K+d'Lalorsax=a', 3 =p',y=7v"et
5 =6’ ce qui démontre 'unicité d’une décomposition.

tout matrice de H s’écrit de maniére unique sous la forme ol + 3] +yK+ 8L ot «, 3, v et 6 sont des réels. I

b) Il reste & constater que I = M(1,0), ] = M(0,1), K = M(0,1) et L = M(—1,0) sont quatre éléments de H. Ainsi, la
famille (I,], K, L) est une famille d’éléments de H telle que tout élément de H est combinaison linéaire (a coefficients réels)
des éléments de cette famille. Donc

la famille (I,],K,L) est une base du R-espace vectoriel H et dimg(H) = 4.

c) Soit (z1,22,2},25) € C*.

> / 7 I 5= T =T

’ o Z1 —Z) Zq —Zz o Z1Zy — 222, —2Z7 Zz — ZzZ1

Mlzi,z2) x Mlzj,z3) = | 1 22 | x| ) 22 | =| 1772 TR
2 1 z, Z 2221 + 2125 2225 + 2123

= M(z12] —232},222] +zZ12}) € H.

H est stable pour le produit matriciel. I

d) On suppose acquis le fait que (M, (C),+, ., x) est une R-algébre (de dimension 8).

D’apres la question 14)b), H = Vectg (I, ], K, L). Par suite, H est un R-espace vectoriel et H est non vide et stable pour
+ et .. Ensuite, H est stable pour le produit matriciel d’aprés la question 14)c). Enfin, H contient I I’élément neutre de
M;(C) pour x.

Donc H est une sous-algébre de la R-algébre (M2 (C), +, ., X) et en particulier,

H est une R-algébre. I

JK = M(0,1)M(0,1) = M(—1,0) = L et K] = M(0,1)M(0,1) = M(i,0) = —L. Donc j et k sont deux éléments de H tels
que JK # KJ et H n’est pas une algébre commutative.

Donc

15) a) Soit (z1,z2) € C? puis A = M(z1, z2).

Z1 V) —
o(A) = [ 2z ] =M(z7,—2z2) € H.
D’autre part,

det(A) = 2127 + 2273 = |z11* +|z2)? € R,

VA € H, o(A) € Het det(A) € R™.

b) Soit (z1,z2) € C? puis A = M(z1,22).

A¢GL(C)edetA=0& |z1P + |2 =082 =2, =02 A =0.

1
Ainsi, toute matrice non nulle de H est inversible pour x dans M, (C). On sait alors que A~ = Tt (A o(A). Or,
e

d’apres la question a), 0(A) € H et donc o(A) € H. Ainsi,

det(A)

toute matrice non nulle de H est inversible et son inverse est dans H. I

c) e H\ {0} est non vide car contient I et H C GL,(C) d’aprés la question précédente.
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e On sait déja que X est une loi interne dans H. Plus précisément, puisque tout élément non nul de H est une matrice

inversible, le produit de deux matrices non nulles de H est inversible et en particulier non nul ou encore H \ {0} est
stable pour x.

e D’apreés la question b), tout élément de H \ {0} posséde un inverse pour x dans H\ {0}.

Finalement H \ {0} est un sous-groupe de (GL,(C), x) et en particulier

(H\ {0}, x) est un groupe.

16) Soit (a,b,c,d,a’,b’,c’,d’) € Z8 puis A = M(a —1id,b+1ic) = al +bJ +cK+dL et A’ = M(a’ —1id’,b’ +ic’) =
a’'l+b'J+c¢’K+d’L. On a déja
det(A) =la—id? +|b+ic? =a?+ b2 +c? 4+ d?etdet(A') =a? +b2 +c?2+d"”.
D’autre part, d’apreés la question 14)c)

AA’ = M(a —id, b +ic)M(a’ —1id’,b’ +ic’)
=M((a—1id)(a’ —id’) — (b —ic)(b’ +ic’), (b +1ic)(a’ —id’) + (a +1id)(b' +ic’))
=M((aa’ —=bb’' —cc’ —dd’) —i(ad’ +bc’ —cb’ 4+ da’), (ab’ +ba’ +cd’ —dc’) +i(ac’ —bd’ +ca’ + db’))

(@ +b% 4+ c? +d?)(a? + b2 +c? +d"?) =det(A)det(A’) = det(AA")
= (aa’—bb’ —cc’ —dd’)? + (ab’ + ba’ 4+ cd’ —dc’)? + (ac’ —bd’ 4 ca’ + db’)? + (ad’ + be’ —cb’ + da’)?.

Comme les quatre réels aa’ —bb’ —cc’ —dd’, ab’ +ba’ +cd’ —dc’, ac’ —bd’ + ca’ + db’ et ad’ +bc’ —cb’ + da’
sont des entiers relatifs, on a montré que tout produit de deux somme de quatre carrés d’entiers est encore une somme de
quatre carrés d’entiers.

ITI. Un produit scalaire et une projection orthogonale

17) a) Soit (A, B) € H2. D’aprés la question 15)a), o(A) et o(B) sont dans H. Puisque H est une R-algébre, il en est de
méme de Ac(B) + Bo(A). Par suite, il existe deux nombres complexes z; et z tels que Ao(B) + Bo(A) = M(z1,22). On
a alors

1

(A|B) = Z(Z] +Z7) = %Re(m) € R.

V(A,B) € H?, (A|B) € R.

b) Soit A € H. D’aprés la question 12)b) et puisque T est linéaire,

(AJA) = —(Ac(A) + o(A)A) = %T(Zdet(A)I) = —.2det(A).T(I) = det(A).

ENgIE
ANy

VA € H, (AJA) = det(A).

c) e D’aprés la question a), (.|.) est une application de H? dans R.
e Soit (A,B) € H2.

(BIA) = %(BO‘(A) + Aco(B)) = —(Ac(B) +Bo(A)) = (A[B).

ANy

Donc (.|.) est symétrique.

e T et 0 sont linéaires. On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport a sa premiére variable et donc par symétrie,
(.].) est bilinéaire.
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e Soit A € H. D’aprés les questions 17)b) et 15)a), (A|A) = det(A) € R*. Donc (.].) est positive.
e Soit A € H telle que (A|]A) = 0. Alors, det(A) =0 et A est un élément non inversible de H. D’aprés la question
15)b), on a nécessairement A = 0. Donc (.|.) est définie.

En résumé, (.|.) est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur le R-espace vectoriel H et donc

(.].) est un produit scalaire sur H.

18) Déja, det(I) = det(J) = det(K) = det(L) =1 et donc

T = 1T1F= [IK] = T} = 1.

Ensuite, on note que o(J) = —J, 0(K) = —K et o(L) = —L puis que JK = —KJ] =L, KL=—-LK =J et L] = —JL = K.
Puisque 7T est linéaire, on a

(17) = %T(—I +]) = ;‘T(O) =0 et de méme (I|K) = (I|L) =0

et aussi

(JIK) = ;‘T(—IK —KJ) = ;‘T(O) =0 et de méme (J|L) = (K|L) =0.

Finalement, puisque (I, ], K, L) est déja une base de H,

(I,],K,L) est une base orthonormée de (H, (.|.)).

19) a) 7 est une forme linéaire non nulle (car par exemple T(I) =2 # 0) sur H et F est le noyau de cette forme linéaire

non nulle. Donc
F est un hyperplan de H. I

On en déduit que dim(F) =4 — 1 = 3. On note alors que, puisque 7(J) = t(K) =1(L) =0, J, K et L sont trois éléments
de F. Ainsi, la famille (J,K, L) est une famille libre de F vérifiant de plus card(],K,L) = 3 = dim(F) < +o0. Donc

une base (orthonormée) de F est (], K,L).

b) Puisque F est un hyperplan de H, F* est une droite vectorielle. Puisque (I,],K,L) est une base orthonormée de H,
I est une matrice non nulle orthogonale & J, K, L et donc & F. On en déduit que la famille (I) est une base de F' et en

particulier que
FL ={al, x € R}. I

¢) Soit A € H. Posons A = ol + BJ 4+ vK+ 5L ot «, B3, vy et & sont quatre réels. Alors

(A=0o(A)) == (el + BJ + YK+ 8L) — (al — B] —yK —8L)) = BJ + yK + 5L.

N —
N —

1 1
Donc E(A — 0(A)) € F et d’autre part A — E(A —0(A)) = «I € F-. On a montré que

VA € H, m(A) = = (A — o(A)).

N —

FIN

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.





















